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Resumen

La presente tesis estudia el algoritmo de punto interior y direccién factible FDIPA de
programacion no lineal adaptado a problemas de programacion lineal de gran escala con
restricciones de desigualdad. El desarrollo inicia con la formulacién del problema lineal a
restricciones de desigualdad, seguido de métodos presolver y técnicas de
reacondicionamiento que analizan la infactibilidad y mal condicionamiento, el problema es
sometido a las condiciones Karush Kuhn Tucker (KKT) que por el método de Newton
determina una direccion de descenso a partir de un punto interior inicial, la factibilidad de
la siguiente iteraciobn es determinada por el tamafio de paso 6ptimo que se obtiene
analizando las filas de la matriz de restricciones con la direccién de descenso encontrada,
obteniendo una sucesién de puntos interiores convergiendo a una solucion del problema.
Ademas, se estudian las hipotesis y condiciones de convergencia del problema. El nuevo
algoritmo ha sido nombrado algoritmo FDIPA-LP. Los problemas test de gran escala son
tomados de la libreria NETLIB, los resultados obtenidos son muy buenos teniendo
comparaciones de hasta orden 10%°, también es aplicado en resolucion de problemas de
transporte que comparado con el método de la esquina noroeste y la aplicacién de software
WINQSB, ha mostrado resultados similares a los encontrados. El algoritmo FDIPA-LP es
sencillo de implementar, eficiente y eficaz, siendo una alternativa al método simplex y otros
métodos de punto interior que puede ser aplicado en casos de gran complejidad y otras
areas afines.

Palabras Claves: programacién lineal de gran escala, método de punto interior,

direcciones factibles, primal-dual, problema de transporte.



Abstract

This paper studies the FDIPA feasible direction and interior point algorithm for nonlinear
programming adapted to large-scale linear programming problems with inequality
constraints. The development starts with the formulation of the linear problem with inequality
constraints, followed by presolver methods and reconditioning techniques that analyse
infeasibility and illconditioning, the problem is subjected to the Karush Kuhn Tucker (KKT)
conditions that by Newton’s method determines a direction of descent from an initial interior
point, the feasibility of the next iteration is determined by the optimal step size which is
obtained by succession of interior points converging to a solution of the problem. In adittion,
the hypotheses and convergence conditions are studied. The new algorithm has been
named the FDIPA-LP algorithm. The large scale test problems are taken from the NETLIB
library, the results obtained are very good with comparisons of orden 10°, it is also applied
to transport problems which compared to the nortwest corner method and the application
of WINQSB software, has shown similar results to those found. The FDIPA-LP algorithm is
simple to implement, efficient and effective, being an alternative to the simplex method and
other interior point methods that can be applied in cases of high complexity and other related
areas.

Keywords — large scale linear programming, interior point method, feasible directions,

primal-dual, transport problem.
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Lista de notaciones

Aqui se muestra una lista de las notaciones usadas a lo largo de la tesis.
R™ ---- Espacio euclideano real de dimensién n.

x = 0 --- Elemento x € R" de componentes no negativas.

R%--- Subconjunto de R™ de elementos de componentes no negativas.
Q) --- Interior del subconjunto Q c R™.

Q --- Cerradura del subconjunto Q c R".

\/W = vTw --- Producto interno de los vectores v y w.

llv]l, --- Norma euclideana del vector v.

x* — x*--- Convergencia de sucesion de puntos {x*},cy a x*.

R™*™ --- Conjunto de matrices de componentes reales de m filas y n columnas.
diag{xy, ..., x,} --- Matriz diagonal de diagonal principal x4, ..., x,.

x < y --- Las componentes x; < y; paratodo i € {1,2,...,n}.

|A| o det(A) --- Determinante de una matriz cuadrada A.

A = 0 --- Matriz cuadrada semidefinida positiva.

A > 0 --- Matriz cuadrada definida positiva.

grad f(x) = (m M) --- Gradiente de la funcion f en x.

ax; " dxp
Vf(x) --- Tranpuesta del gradiente de f en x.
V2f(x) --- Matriz Hessiana de la funcion f en x.
Jg(x) --- Matriz jacobiana de g en x, donde g: R" — R™.
G(x) = diag{g,(x), ..., gm(x)} --- Matriz diagonal de componentes la funcién g(x) =
(91(x), -, gm(x)).

L(x, A, ) --- Lagrangiano del problema min f(x) s.a. Q = {x € R™: g(x) < 0y h(x) = 0}.

H(x, 1) = V2,L(x, 2) --- Matriz hessiana del Lagrangiano de f(x) con respecto a la x.

d(x) --- Campo uniforme de direcciones factibles en x para un problema de optimizacion.
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Qg = {x € Q: f(x) < a} ---- Conjunto de nivel de f en a.

A =diag(A4, ..., A4n) --- Matriz diagonal de la variable 1 = (44, ..., 1)
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Introduccion

El trabajo de la tesis, muestra el estudio del algoritmo FDIPA (Algoritmo de punto interior
de direcciones factibles), en la resolucidon de problemas de programacién lineal de gran
escala de la forma: mincTx

sa. Ax<b (1)

x irrestricto.
Inicialmente el Capitulo |, detalla la motivacién, el planteamiento del problema, el objetivo
general y especificos que se espera obtener, antecedentes e hipoétesis del trabajo. El
Capitulo Il, presenta las diferentes notaciones, conceptos basicos, teoremas y métodos
utilizados en el trabajo, asi como la teoria basica de dualidad en problemas de
programacion lineal. El Capitulo Il estudia el algoritmo FDIPA, detallando las hipétesis, el
funcionamiento del algoritmo, el andlisis de la convergencia y ejemplos de la aplicacion. El
Capitulo 1V desarrolla el algoritmo FDIPA en problemas de programacion lineal, llamado
algoritmo FDIPA-LP, este caso disminuye las hipotesis del algoritmo FDIPA, el algoritmo
FDIPA-LP presenta una forma mas simple que el algoritmo FDIPA. El Capitulo V, muestra
como se desarrolla la implementacion numeérica del algoritmo FDIPA-LP en el caso de
Problemas de Gran Escala, la dificultad de resolver sistemas lineales de gran tamafio exige
aplicar métodos que no generen mal condicionamiento, en este caso se aplica el método
de Gradiente Conjugado Precondicionado Split (GCPS), se presentan los resultados de
comparar el método Dual-simplex y el algoritmo FDIPA-LP en 30 problemas Test de Gran
escala, tomados de la libreria NETLIB. Ademas, se muestran resultados de aplicar el
algoritmo en algunos ejemplos de Problema de Transporte. El Capitulo VI, muestra las

conclusiones y discusiones. El Capitulo VIl presenta todas las referencias del trabajo.

xiii



| Parte introductoria de la tesis

A. Motivacion

La minimizaciéon o maximizacién de una funcién objetivo en muchos campos de la ciencia
y la ingenieria es un desafio que surge del uso de modelos matematicos que estan sujetos a un
conjunto de restricciones de igualdad o desigualdad. La resolucién de estos modelos son proble-
mas que estan sujetos principalmente a la forma de sus restricciones: la linealidad y nolinealidad,
cantidad de restricciones, la diferenciabilidad; y el tipo de variables discretas o continuas.

Las aplicaciones de los problemas de programacion lineal son diversas como: En la
industria manufacturera para optimizar el uso de recursos (materiales, mano de obra y maquina-
ria); el sector energético, en la planificaciéon y operacion de sistemas de generacion eléctrica; la
planificacién del transporte publico optimizando rutas, horarios y asignacién de vehiculos; disefo
y optimizacion de redes de telecomunicaciones, en la planificacion de la capacidad de red y la
asignacion de recursos, garantizando una cobertura eficiente y de alta calidad [1], [2].

Los principales métodos de resoluciono de problemas de programacion lineales son: El
método Simplex y de punto interior. El método simplex es un algoritmo que busca la solucién
optima en la frontera de la regién factible generada por las restricciones (los vértices del po-
litopo) [3]. Los métodos de punto interior son otra opcién para determinar la solucién optima,
como el método de punto interior de Karmarkar [4] que inicia con un punto interior estricto y por
medio de proyecciones sobre una esfera inscrita en la region factible genera una sucesion de
puntos interiores que converge a la solucion optima. En problemas de programacion lineal de
gran escala, los métodos de punto interior suelen superar al método Simplex debido a su com-

plejidad polinomial y su capacidad para manejar un gran nimero de variables y restricciones de



manera eficiente [5]. El trabajo estudia un algoritmo de punto interior aplicado en problemas de

programacion lineal de gran escala, mostrando resultados muy eficientes en ejemplos test.

B. Descripcion del problema de investigacion

Los problemas de programacion lineal como hemos mencionado tiene una cantidad va-
riada de aplicaciones en la actualidad, muchos casos son de problemas de gran complejidad
por la enorme cantidad de informacidén que se debe manejar. La aplicacion del método Simplex
no es adecuado por que su velocidad de resolucién de tipo exponencial al niUmero de variables
y restricciones [15], mientras que el método de punto interior es una alternativa mas adecuada
pues su velocidad es de tipo polinomial [4]. Los problemas de programacion lineal de gran es-
cala, tienen una cantidad grande de variables y restricciones, dificultando su resolucién por el
método Simplex. Los métodos de punto interior han demostrado tener muy buenos resultados
para este caso. Los problemas de gran escala pueden presentar dificultades como: restricciones
redundantes o de infactibilidad, mal condicionamiento y resolucién de sistemas lineales. Son ne-
cesarios aplicar métodos presolver’s y técnica de escalamiento para mejorar las condiciones del
problema [16]. Los sistemas lineales que resuelve el algoritmo son solucionados por el método
de gradiente conjugado pre condicionado split [17], juntamente con el método precondicionado
de Cholesky incompleto, (como la funcion ICHOL de Matlab). La programacion de estos algo-
ritmos son implementadas en Matlab, por ser un software de uso practico en algebra lineal. El
algoritmo FDIPA-LP sugiere ser un algoritmo alternativo para resolver problemas de programa-
cién lineal de gran escala. El estudio tambien se aplica en problemas de transporte como un
método alternativo a los ya conocidos en la literatura, alcanzando aproximadamente el valor

Optimo del problema.



C. Objetivos del estudio

1). Objetivo general

El objetivo general del trabajo es: “Determinar la implementacion del algoritmo punto
interior de direcciones factibles FDIPA en problemas de programacion lineal de gran escala". El

objetivo se alcanzara desarrollando los siguientes objetivos especificos:

2). Objetivos especificos

= Determinar la formulacion del problema de programacion lineal con restricciones de igual-

dad a su forma dual para la implementacion del algoritmo de punto interior FDIPA.

= Adaptar el algoritmo de punto interior FDIPA a problemas de programacion lineal con res-

tricciones de desigualdad para la implementacion del algoritmo FDIPA.

= Implementar el algoritmo de punto interior FDIPA-LP para resolver problemas de program-

cion lineal de gran escala.

D. Hipotesis

La implementacién del algoritmo de punto interior FDIPA resuelve problemas de progra-

macién lineal de gran escala.

= La formulacion del problema de programacién lineal a su forma dual ayuda al algoritmo de

punto interior FDIPA a resolver problemas de programacion lineal de gran escala.

= La adaptacion del algoritmo de punto interior FDIPA a problemas de programacion lineal
con restricciones de desigualdad resuelve problemas de programacion lineal de gran es-

cala.



= La implementacion del algoritmo de punto interior FDIPA-LP resuelve problemas de pro-

gramacion lineal de gran escala.

E. Antecedentes

A partir del algoritmo de Karmarkar [4], se plantean otros algoritmos de puntos interiores
que varian el tipo de transformacién y las direcciones de busqueda factible. Algunos ejemplos
son el método proyectivo estudiado por Gonzaga [6], o el método de escala afin estudiado por
Barnes [7] o el método de "path following"por Gonzaga [8]. Para un mejor estudio de estos
métodos se puede revisar el libro de Wright [5] que trata sobre los métodos de puntos interiores.

El algoritmo de FDIPA es un método de punto interior en problemas de programaciéon no
lineal (PNL), formulado por Herskovits [9], basado en la generaciéon de una sucesién de puntos
interiores factibles que convergen para una solucion factible (satisfaciendo las condiciones de
Karush Kuhn Tucker), la ventaja del método es su sencillez de ser aplicado, la robustez y eficien-
cia para alcanzar una solucion. Este método ha sido satisfactoriamente aplicado en problemas
de ingenieria , dinamica de fluidos, electromagnetismo,[10], [11], [12].

El algoritmo FDIPA tiene una primera adaptacion en problemas de programacion lineal
en Tits [13], encontrando del primer sistema de FDIPA una direccion de descenso y tambien
hace uso del Hesssiano exacto con un paso adecuado para garantizar la factibilidad. Vitorio [14]
estudia la aplicacion del algoritmo FDIPA en problemas de programacion lineal, haciendo uso de
los dos sistemas de FDIPA y simplifica el andlisis de la condicién de Armijo, solo quedando un
analisis del sistema de restricciones. El algoritmo queda nombrado como FDIPA-LP. El estudio

del algoritmo FDIPA y FDIPA-LP son presentados a lo largo del trabajo.



Il Marco tedrico y preliminares

El capitulo presenta las diferentes notaciones, conceptos basicos, teoremas y métodos
que son utilizadas para el estudio de los algoritmos FDIPA y FDIPA-LP. Ademas, la teoria de

dualidad basica en problemas de programacion lineal.

A. Notaciones basicas

La seccion presenta las notaciones de topologia en R"”, calculo diferencial, algebra lineal
y optimizacién empleadas en todo del desarrollo de la tesis.

El espacio euclideano real de dimension n es representado por R™. Escribimos z > 0
a los elementos x € R™ de componentes no negativas o = € R’!. La notacién v! representa
la transpuesta de un vector v € R™. Dado un subconjunto €2 C R™ se denota por Q el interior
del conjunto y Q su cerradura. Dados los vectores v,w € R”, vTw =< v,w > representa el
producto interno entre v e w. La norma de un vector v es definida por ||v|| = /(v,v), el caso
particular es la norma euclideana denotada por ||v||> . Se denota ¥ — z* a una sucesion de
elementos de {z*},cn C R™ que converge a un punto z*.

Se denota R™*™ al conjunto de matrices A = [a; ;] de componentes reales conformada
de m filas y n columnas. Se escribe diag {z1, ..., z,} la matriz diagonal de orden n con diagonal

principal (x1,...,zy).

r1r ... 0
diag {z1,...,x,} =
0 ... x,
| A| 6 det(A) es el determinante de la matriz A de orden n.

Es usual escribir A > 0, si A es semidefinida positiva y A > 0 cuando A es definida



positiva, donde A es una matriz cuadrada de orden n.

Definicion I. Dada la funcién f : 2 C R™ — R diferenciable en = € Q, es definido el gradiente

de f en z por: gradf (x) = (agg) e ag;x)). También se denota por V f(z), la transpuesta

del gradiente de f en x. Si la funcidn f es dos veces diferenciable en x se denota por V2 f(z) o

H(x) la matriz Hessiana de la funcion en z. Se define respectivamente cada uno de la siguiente

forma:
of (z) O f(x) O f(x)
0x1 0x10z1 ~ Ox10z,
Vf(x) = gradf (z)" = : y Vf(z)= : : :
of (z) O f(x) 0 f(x)
Oz, 0x,0x1 = 0,0z,

Definicion Il. Decimos f € C*(Q) para indicar que las derivadas parciales de f hasta orden k

son continuas en €.

Definicion lll. Sig: Q C R” — R™ es diferenciable en z € €, la notacién Jg(z) € R™*™ indica

la matriz jacobiana de g en x, suponiendo que g(z) = (g1(x), g2(z), ..., gm(z))7, se tiene que:
@) .. Y@
Vy(x) = = Jg(2)" = (Va1 (), ..., Vgm(x))
29 (g) ... G (x)

Definicién IV. La funcién G(x) : R" — R"™*" denota una matriz diagonal asociada a una fun-

cién g : R™ — R™, tal que Gj;(x) = g;(z) paratodoi € {1,2,...,m}y G;;(x) = 0, para todo i #



gi(z) 0 0 0

0 go(x) O 0

G(z) = 0 0 0 0
0 0 0 gm ()

B. Conceptos basicos de optimizacion

El tipo de problema que estudia la optimizacién puede ser considerado como un proble-
ma de la forma:

Minimizar f(x) sujetoa z € Q C R™. 2

La funcion f : R™ — R es llamada funcién objetivo y el conjunto €2 es llamado conjunto
factible, 2 es definido por un conjunto de igualdades y/o desigualdades. Los puntos de €2 son
llamados puntos factibles del problema (2). También, se puede buscar, maximizar la funcién
objetivo, pero es suficiente analizar la minimizacién pues minimizar — f(x) es igual a maximizar
f(x) o viceversa. Las soluciones z* € 2 son llamadas minimizadores si sus respectivos valores

f(x*) son minimos del problema (2). Debemos distinguir entre un minimizador local y global.

Definicion V. Decimos que un punto x* es un minimizador global del problema (2), si

f(@*) < f(x), Vx € Q.

Definiciéon VI. Decimos que un punto z* es un minimizador local del problema (2), si existe una
vecindad V' de z* tal que

f(z®) < f(x), Ve e QN V.



Definicion VII. Decimos que el valor v € [—o0, +oo[ definido por

i
= S

es el valor 6ptimo del problema (2).

El problema (2) puede admitir varios minimizadores globales, mas el valor 6ptimo del
problema es siempre el mismo (Unico). El problema (2) se puede clasificar segun la forma del
conjunto factible, el Cuadro | resume los diferentes problemas de optimizacién, segun el conjunto

factible 2 que presente.

TABLA |
Clasificacién de problemas de optimizacion segun (2.
Q Problema
R™ minimizacién sin restricciones

minimizacién en intervalos cerrados o

{reR": I <z<u} .
cajas

minimizacién con restricciones lineales

n . _ mXn
{reR": Az =0, AR } de igualdad

{x eR™: Ax =b,Cx < d, A,C € R™*"} minimizacién con restricciones lineales

minimizacion con restricciones de igual-

{r eR": h(z) =0, h: R" - R™} dad

problema general de programacién no li-

{r eR":h(z)=0,h:R" > R™y g(z) <0,9: R" = RP} neal

La notacion | < x < w indica las desigualdades de cada componente I; < z; < u; para
todot=1,...,n.

El algoritmo FDIPA generalmente se aplica para resolver problemas de optimizacién no
lineal, denominados problemas de programacion no lineal. El problema de programacioén no li-
neal mas aplicado es el problema con restricciones de desigualdad, [9]. El objetivo del estudio,
es: “Determinar la implementacién del algoritmo punto interior FDIPA en problemas de progra-
macion lineal de gran escala". planteado en [14].

A continuacién se define de forma particular el tipo de problema que pueden ser resuelto



por cada algoritmo.

Problema l. Problema de programacion no lineal con restricciones de desigualdad,

min f(z)

s.a. x € (Q,

donde Q = {x € R" : g(x) < 0}. Las funciones f : R" — R y g : R — R™ deben ser al menos
de clase C'. Si) = R™, el Problema | define, un problema de optimizacién sin restricciones. El

caso de las desigualdades sean estrictas queda denotado por ) = {z e R™: g(z) < 0}.

El Lagrangiano asociado a un problema de programacién no lineal | con variable dual

A € R™ se define por:
L(‘T’/\):f( ) ( T/\ f +Z)‘zgz

con matriz Hessiana H(z,\) = V2,L(z,A) = V*f(z) + > A;V7gi(x). El caso general del
Lagrangiano para un Problema general de programacién no lineal (1), con las restricciones 2 =

{r e R": g(z) <0y h(x) =0}, ver |, es dado por la funcién L : R” x R™ x RP — R,
L(z,\ p) = f(@) + g(@)TX\ + h(z)Tp, donde A € R™, i € RP.

El algoritmo FDIPA-LP determina el valor 6ptimo de un problema de programacion lineal,

definido a continuacién.

Problema Il. Problema de programacion lineal con restricciones lineales de igualdad (forma

estandar).

min f(z) @

sa. x €

donde 2 = {x e R" : Az = byx > 0}, A € R™*™, La funcién f : R — R es definida por



f(x)=c"z, ceR",

El Problema (Il), también tiene asociado su funcién Lagrangiana, que es utilizada para
determinar el dual de este Problema. En la siguiente seccion se estudiara, como es calculado el

Problema dual asociado a un Problema de programacién lineal.

Definicion VIIl. Se denota al vector d € R™ como direccion de descenso para una funcién

¢ : R™ — R en el punto z € R” si existe un 6 > 0 tal que ¢(z + td) < ¢(x), para todo ¢ €]0, J].

Definicién IX. Decimos que d € R™ es una direcciéon de descenso para una funcién ¢ : R® — R

declase Cl enz € R", sid"Vo¢(x) < 0.

Definicion X. El vector d € R define una direccion factible en = € €, si para algin 6 > 0,

tenemos que x + td € 2 para todo ¢ €]0, 4].

Definicion XI. Si ¢ : R® — R™ es una funcién C1(£2), un vector d € R” tal que d? V¢;(z) < 0,

paratodoi € {1,...,m}y ¢;(x) = 0, entonces d es una direccion factible en z.

Definicion XIll. Se define d(z) el conjunto de vectores z en (2, como el campo uniforme de
direcciones factibles del problema () si para algin 7 > 0 tal que = + td(x) € 2 para todo

t € [0,7] y paratodo = € Q, [18].

Las condiciones de optimalidad de primer orden de Karush Kuhn Tucker, es entendido
como condiciones necesarias para posibles puntos de minimo local en un problema general de

optimizacion (). El criterio se resume en el siguiente Teorema.

Teorema | (Condiciones de optimalidad de primer orden de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)). Sea

f:R" 5 R,g:R" = R™yh:R" — RP. Considere el problema (P) dado abajo:

Minimizar  f(x)

s.a. g(z) <0,
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Sea T una solucioén factible, e I = {i : g;(x) = 0} el conjunto de indices de las restricciones
activas en x. Suponga que f y g; parai € I son diferenciables en z, que cada g; parai € I es
continuaenz, y que cada h; parai = 1,...,p es continuamente diferenciable en una vecindad
de z. Ademas, suponga que Vyg;(z) parai € I y Vh;(z) parai = 1,...,p son linealmente
independientes. Si & resuelve el problema (P) localmente, existen escalares unicos \; para

1 € I yu tales que

p
V@) + Y AiVai(®) + Y wVhi(x) = 0
icl i=1

A > 0 parai € 1.

Ademads de las suposiciones de arriba , si cada g; parai ¢ I es también diferenciable en z, las

condiciones KKT pueden ser escritos en la siguiente forma equivalente:

V(@) +Vg@) A+ Vh(@)p = 0

g@A = 0
g(z) < 0
A >0

De este Teorema |, se tiene la siguiente definicién usada en el algoritmo FDIPA, para el

siguiente Capitulo.

Definicion XIIl. Condiciones de optimalidad de primer orden de Karush Kuhn Tucker (KKT) del

11



problema (l) son definidas por el sistema:

Vf(z)+ Vg(z)A =0, ®)
G(z)\ =0, (6)

g(x) <0, 7)

A > 0. (8)

Como se puede notar solo han sido consideradas las restricciones de desigualdad, debi-
do que el estudio realizado del algoritmo de FDIPA es aplicado solo a este caso. El caso donde
el Problema | tienen las restricciones h(x) = 0, se cambia la funcién objetivo f(x) por la fun-
cion auxiliar ¢.(z) = f(z) + Y_¥_ ¢; |h(z)| y se toma las restricciones de < 0, para aplicar el

algoritmo FDIPA.

Definicion XIV. Un punto (z*, \*) que satisface las ecuaciones (5) y (6) es llamado par esta-
cionario del problema (I) y es llamado par KKT al punto que satisface todas las ecuaciones del

sistema (5) a (8).

El algoritmo FDIPA-LP es aplicado en un problema de programacion lineal en la forma
del Problema (Il). Para un mejor entendimiento de este tipo de problema, la siguiente seccién
hace una revision sobre algunos conceptos. Ademas, se estudia el problema primal y dual, asi

como de sus principales resultados.

C. Dualidad de problemas de programacion lineal

El concepto de dualidad en problemas de Programacion lineal consiste en asociar al
problema inicial (llamado primal) a otro problema, que es llamado dual, que bajo ciertas condi-
ciones es equivalente al valor optimo del problema inicial y que en muchas veces es mas facil

de resolverlo.
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Para el caso de programacion lineal los resultados que se obtienen respecto al primal-
dual son muy interesantes ya que en ella la brecha de dualidad se hace cero.
El problema de programacion lineal tiene dos formas usuales: La forma candnica y es-

tandar, ambas formas son equivalentes y las dualidades de ellas se explican a continuacién.

Dual de la forma canodnica

Sea el problema de programacion lineal en su forma candnica:

max bT .

donde A € R™.

Dual de la forma estandar

Ahora veamos la dualidad para el problema de programacion lineal cuando el primal

tiene su forma estandar:

13



Entonces el Dual del problema lineal es dado por:

s.a. AT < ¢

A es irrestricto.

Ambos resultados son equivalentes, la demostracion es practica, por ejemplo supongamos que
aceptamos la forma estandar como definicion del problema lineal, y luego se obtiene la misma
forma dual de la forma candnica. Agregamos variables de holgura x, a la forma canénica para
que tenga la forma estandar y obtener su forma dual, se demuestra que el dual tiene la forma

canénica. Veamos,

min ' x max T\
s.a. Ax—Izs =0 s.aa. AT <e¢
=
x, x5 >0 —IA<0

Como —IX < 0implica A > 0, se obtiene que el dual es el mismo que el dual de la forma

canodnica.

Dual de la forma mixta

Los problemas primales pueden tener formas muy complejas, combinando diferentes
tipos de restricciones, como restricciones de desigualdad >, < e igualdad = a la vez; y ademas
las variables pueden ser > 0, < 0 o irrestrictas. Pero, aun asi pueden ser convertidas a la forma

candnica. El siguiente ejemplo muestra el proceso que se debe seguir para convertirla.
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Sea el problema.

min cloy + oo + el as.

s.a. Al xy + AL zo + Al zg > by,
Aglxl + A§2$2 + Aggx3 < bo,
Aglxl + A%;ILQ + A§3$3 = b3,

x1 >0, =z <0, x3irrestricto.

Donde: ¢;,z; € R™,b; € R™ y A;; € R™*™i tal que n;,m; € Nei,j e {1,2,3}.

Transformando a su forma canénica, multiplicando por (—1) el segundo sistema, escri-

biendo la restriccién de igualdad por dos desigualdades y sustituyendo zo = —a%, x3 = zf — 2.
min cloy + ol + claly — ol

— Az + Afyrh — Asaly + Afal > —bo
Afymy — Ay + Afgaly — Afzrl > b
— Al zy + Alyal, — ALl + Algal > —b
3171 3272 373 3373 = —b3

1 >0, 2,>0, 25>0, 2§{>0

Denotando A\; > 0, A, > 0, \; y \j, las variables duales respectivas de las cuatro

restricciones del problema primal, se obtiene el problema dual,

max BT AL+ BT Xy + BTN — b0

sa. AT — AT + AL N, — AT N < ¢
— AL + AL, — AL N, + AL < —co
AT — AL, + AT, — AN < ¢y
AT+ AL, — AL+ AL < —c3

15



Usando Ao = — )\, y A3 = X5 — )%, el problema dual queda de la siguiente forma:
2 37 A3

max bIAL + 0T Ao + b g

sa. AN — AL+ AN <
AT + AL + AL > o
AT + AL o + AL = c3

A1 >0, Ay <0, Ajgirrestricto

Este ultimo resultado es muy Util, porqué esta representando de forma directa el dual de un
problema primal sin necesidad de hacer cambios o0 agregar variables auxiliares. La siguiente

Tabla, resume todas las relaciones entre el problema primal y dual.

TABLA I

Relacion entre el problema primal y dual.

Minimizacién Maximizacion
Problema Problema
Variables >0 — < Restricciones

<0 — >

irrestricto — =

Restricciones > — >0 Variables

< — <0
= — irrestricto

Otros resultados importantes para mencionar son: el dual del dual de un problema de
primal es el mismo problema primal; el valor de la funcién objetivo del primal es el mismo del
dual o viceversa y ademas se puede establecer una relacion de factibilidad entre las funciones

objetivos y sus restricciones.
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Lema l. El dual del dual de un problema primal es el mismo problema primal.

Demostracion. Considerando el dual del problema primal, en su forma candnica.

max b A
s.aa. AT <e

A<0.

Transformando el dual como un problema primal,

min (—b)T' A

Determinando el dual del problema

max (—ch)y

s.aa. (=AT)YTy > (—b)
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Teoremal ll. Un punto x* es solucion del problema primal si y solo si existe un punto \* que es so-
lucion  factible para el problema dual respectivo. Ademds, se cumple:
T

cl'a* = b\, es decir, los valores de las funciones objetivos de los dos problemas son igua-

les.

La demostracién del Teorema se puede revisar en [19]. El siguiente teorema es un re-

sultado mas completo acerca de la relacion entre el problema primal y dual.

Teorema lll (Dualidad en programacién lineal). El problema primal y dual, tienen las siguientes

tres posibilidades:
a) Ambos problemas tienen el conjunto factible vacio.

b) La funcion objetivo de uno de los problemas es ilimitada (inferiormente para el primal),

superiormente para el dual) en sus respectivos conjunto factibles no vacios.

c) La funcion objetivo de uno de los problemas es limitada (inferiormente para el primal y

superiormente para el dual) en su respectivo conjunto factible no vacio.

La demostracion del Teorema se puede revisar en [19].
Los algoritmos de FDIPA y FDIPA-LP utilizan el método de Newton, porque resuelve dos
sistemas de ecuaciones para encontrar direcciones de descenso factibles. La siguiente seccion

estudia como es la aplicacién de este método.

D. Estrategias de solucion

Los criterios de optimalidad de primer orden involucran resolver sobre un sistema de
ecuaciones no lineales en las variables del problema y multiplicadores de Lagrange, de esta
forma resolver problemas de optimizacion involucran conocer métodos para determinar las solu-
ciones de sistemas no lineales. En la literatura encontraremos muchos métodos, pero fijaremos

nuestro estudio en el método de clasico de Newton o el método Quasi-Newton. Recordemos que
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estos métodos en caso de convergencia tienen una solucion local y dependen de la posicién del
punto inicial.
1). Método de Newton

El método de Newton genera una sucesién de puntos {z*},cn que aproxima la solucién

del sistema no lineal £ € R™ del problema,

®(z) =0 ©)

donde @ : R™ — R"™ es una funcién diferenciable. El método de Newton plantea la aproximacion
de la solucién del sistema (9) por un proceso iterativo de linealizacién del sistema, obteniendose
lo siguiente,

@(wk) + @'(mk)(ka — xk) =0, (10)

que se denomina ecuacion de iteracion del método de Newton. Suponiendo que &’(z*) sea no

singular, la ecuacién (10) queda escrita de forma iterativa como,

P =k — (@'(aF) e ("), (1)

también se puede plantear de la siguiente forma:

P'(2F)skh = —@(aF)
(12)

gFl = gk gk

donde es claro que: s = xFt1 — 2,
Algoritmo del Método de Newton

Escoger 20 € R™, ¢ > 0y tomar k = 0.

1. Calcular 2%+, como en (11) si es conocido la inversa de @' (z*) o como en (12) resolviendo
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un sistema de ecuaciones.
2. Tomar k = k + 1 y retornar a 1, hasta que ||z"*! — 2| < e.

Considerando que {z*},cy sea convergente, se puede esperar que la convergencia sea
rapida. En efecto, si z¥ — z, con ®'(z*) no singular. Por la formula de Taylor de primer orden,

tenemos:

0=®(7) = ®(a") + &' (z")(z — 2¥) + o(||z" — Z|)

0= (@(a") ™" (®(a") + ®'(a*) (@ — ") + o(Ja* - 7))
0= —a" + ('(a") @ (ab) + (@(2F) 7 (o2 — 2]))
0=7— (a* = (@(a") " 0(a")) +oll(z* - 2])

0=z — x4+ o(||2* — Z|)),

lo que demuestra que la convergencia es de orden superlineal.

k+1

x —f:O(ka—f”).

El siguiente teorema analiza las condiciones para la convergencia local del método.

Teorema IV (Convergencia local del Método de Newton). Sea ® : R™ — R" diferenciable en
un vecindad del punto x € R"™, con derivada continua en este punto. Sea & una solucion de la
ecuacion (9), tal que det ®'(x*) # 0. Entonces para cualquier punto inicial z° € R" suficiente-
mente préximo a z, el algoritmo de Newton genera una sucesion {z*}.cn convergente a z. La
tasa de convergencia es superlineal y si la derivada de ® es lipschitz continua en una vecindad

de Z, entonces la tasa de convergencia es cuadratica.

Demostracion: La demostracién ver [20]. O
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2). Método de Quase-Newton

Esta clase de método es una performancia del método de Newton que busca ser compu-
tacionalmente mas econémico. Los métodos Quase-Newton son aquellos algoritmos que funcio-
nan para sistemas no lineales, que tienen el siguiente formato:

Bpst = —®(2F) 13)

ol = gk gk
donde: s* es una expresién que depende de la iteracién de orden k. Asi el método de Newton
también se puede considerar un método Quase-Newton, aqui s¥ = —&'~1(z*)®(z*). Estos
métodos son practicos,la inversa Bk‘1 pueda ser mas facilmente obtenida, al generar un proceso
de factorizaciones que evite el calculo de la inversa.

En caso de un problema de optimizacién (l) pero sin restricciones 2 = R"”, el metodo
Quase-Newton construye aproximaciones de la Hessiana de la funcion objetivo a medida que
avancen las iteraciones. A continuacion, se muestra como se construye las aproximaciones.

El proceso iterativo del algoritmo para el sistema f(z) = 0 toma como direcciones de
descenso, el vector,

d* = —H,V f(z1), (14)

donde H; € R™*"™ es simétrica definida positiva. Esta expresién tiene sentido, porque se puede
observar que al realizar una aproximacién cuadratica de f por el método de Newton entorno de

una vecindad de z*, se obtiene
1
mmazfm%+Vﬂﬁﬁd+?ﬂm¢

donde B, € R™*" es una matriz simétrica cualquiera en vez de V2 f(z*). Si By, fuera definida
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positiva, el minimizador del modelo cuadratico es dado por

—~B 'V f(ah).

Escogiendo By = Hk_1 se obtiene la ecuacién (14). De esta forma se tiene el algoritmo para
este caso,

Algoritmo del Método de Quase-Newton

Escoger z° € R", H, simétrica definida positiva

k=0.

Repetir mientras V f (z*) # 0
1. Defina d* = —H,V f(x*)
2. Obtener t;, > 0 que minimiza f(z* + td*) en [0, oo
3. Hacer zFt1 = zF + t,.d*

4. Determinar Hy; simétrica definida positiva

E. Métodos de busqueda inexacta

Los métodos de busqueda inexacta no buscan minimizar la funciéon en cada iteracion, es

decir no buscan un « tal que:

min f(Z + ad),sujetaa a > 0

para una direcciéon de descenso dada, sino que tratan de llegar en un primer instante donde la
funcién decrece en esa direccidn, evitando un costo computacional y solo toman en cuenta el

tamano de paso «. A continuacién se muestra uno de los métodos de busqueda inexacta.
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1). Condiciéon de Armijo

La busqueda por la condicion de Armijo, consiste que para un punto £ € R" y una

direccion de descenso d € R™ y un parametro o €0, 1[, encontrar un & tal que

f(z+ad) < f(@)+ocaVfl(z)d (15)

Esta reduccién lo realiza de forma proporcional al tamafo de paso, el siguiente teorema justifica

la afirmacion.

Teorema V. Considere una funcion diferenciable f : R™ — R, un punto z € R, una direccion

de descenso d € R" y o €]0, 1[. Entonces existe un 0 tal que

f(Z + ad) < (%) + 0aVfT(z)d, paratodot € [0,4].

Demostracion: La prueba se puede ver en [21] O

Algoritmo de la Busqueda de Armijo
Dado 2° € R”,d° € R™ una direccion de descenso, o, 0 €]0, 1]
Haciendo o = 1

Repetir mientras f(z* + ofd*) > f(2*) 4+ o oF VT (2*)dF

» Hacer ot = 5o (reducir el tamafio de paso)
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Figura I: Busqueda de Armijo.

Y
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Il Algoritmo FDIPA

El capitulo trata sobre el estudio del algoritmo FDIPA (Feasible Direction Interior Point
Algorithms), un algoritmo de punto interior direcciones factibles para problemas de programacion
no lineal desarrollado por Herskowitz [9], que consiste en determinar direcciones de descenso
factibles que dismininuya la funcién objetivo alcanzando el valor éptimo. Ademas, se explica
las hipotesis que debe satisfacer la funcion objetivo y las restricciones para obtener resultados

optimos en la resolucién de los problemas.

A. Estudio del algoritmo FDIPA

La aplicacion del algoritmo FDIPA en problemas de programacion no lineal de la forma
(1) esta sujeto a un conjunto de restricciones 2 = {x € R" : g(z) < 0}. El algoritmo FDIPA es

aplicado bajo hipotesis, sobre las funciones objetivo y restricciones f y g respectivamente.
Hipétesis I. Existe a € R tal que el conjunto 2, = {x € Q : f(z) < a} es compacto.
Hipétesis Il. Para cada = € , se satisface que f () < a.

Hipotesis lll. Las funciones f y g son funciones continuamente diferenciable (f, g € C') en Q,

y sus derivadas parciales satisfacen la condicion de Lipschitz.

Hipétesis IV. La funcién g satisface condiciones de regularidad. Para todo x € ), y cada

i€ {l,...,m} tal que g;(x) = 0, los vectores V g;(x) son linealmente independiente.

La Hipotesis IV son las condiciones necesarias para garantizar que se puede determinar
una direccion de descenso factible por el algoritmo FDIPA, al resolver un sistema de ecuaciones

que depende del Vg;(x).
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El algoritmo se caracteriza por generar una sucesién de puntos interiores {z*}.cn a
partir de un punto inicial (punto interior) z° que va descendiendo el valor de la funcién objetivo
por una direccién de descenso d y factible en cada punto z* € Q. Luego, se aplica una busqueda
lineal inexacta para garantizar que el nuevo punto interior factible y la funcidén objetivo disminuya,
en un tiempo optimo. La sucesion generada converge a un punto xz* que satisface las condiciones
de optimalidad de KKT, esta convergencia esté garantizada por el requerimiento de factibilidad
de la direccion d, que debe definir un campo uniforme de direcciones factibles. De otra manera,
la longitud de paso tiende a cero, y convergiendo a puntos que no son KKT. A continuaciéon se
explica el proceso que sigue el Algoritmo.

De las condiciones de optimalidad KKT, se resuelve el sistema de ecuaciones (5) y (6)
en (x, \) por algin método iterativo de punto fijo (Newton, Quase Newton, u otro), con el objetivo
de encontrar mas adelante una direccién de descenso.

Sea el sistema definido por la funcién F(z,\) = 0, donde F : R"*™ — Rt eg

diferenciable y considere que 0 € R,

Aplicando el método iterativo de Newton desde el punto inicial (x, \) y su nueva estima-

cion (z*, \F), el sistema queda determinado como:

donde JF'(z, \) es la matriz jacobiana de F'(x, \). Reemplazando la forma de la funcién

F(z,\) y la matriz jacobiana J F'(x, \), queda el siguiente sistema de forma explicita:
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De esta manera se puede reescribir la ecuacién de iteracion como:

donde:
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Vf(z)+ Vg(x)A

G(z)\

A

:L"f—l’l
:cﬁ—:nn
A=\
k
N\,

(16)

0 0
0
0 A

La matriz B es definida positiva y permite generar otra estimaciéon de la solucién del

sistema. Si se aplica el método Quase-Newton la matriz puede ser reemplazada por B = I, una
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matriz identidad desde el inicio del algoritmo, u otra matriz definida positiva.
Lo que sigue en el algoritmo es generar un nuevo punto interior que disminuya la funcién
objetivo en cada nueva iteracién. Con la finalidad de cumplir lo dicho, se define la direccién d®

en el espacio primal, como:

El sistema (16) queda como:

Bk Vg(z*) dr Vf(2F) + Vg(zF)\F

AVg(z*)T  G(ab) AR\ G(zF)\F

desarrollado en forma separada, el sistema tiene la forma de dos sistemas de ecuaciones,

BFdE + Vg(zF)\E = —v (") (17)

[0}

APV g Tdk 4+ Ga™)AE = 0. (18)

La solucién del sistema (17)-(18), es una direccién d* en el espacio primal y una nueva
estimacion de \¥ (\F). Si (z*, \k) es un punto estacionario, d¥ es cero (B* es definida positiva).
También, se demuestra que d* que es una direccién de descenso para f, esto no es muy Util
como direccion de busqueda, desde que no se garantiza que produzca un campo de direcciones
uniformemente factibles. Esto se debe porque d* del sistema (18) tiende a ser una direccion
tangente en el conjunto factible y puede darse el caso que g;(z*) = 0y Af # 0 para algun

i€{1,2,...,m}. Analice el desarrollo del sistema (18)

Ao Vai(@)Tdl + gi(a®)\E =0, i=1,....m, (19)
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cuyas componentes son:

) k Ogu(at) . 1] dan
Aot géxl A géxn g1(x") 0
0
kO (xk) ) (:ck) . & . dloi,n .
Nevi géxT Y 95% : gi(zF) : -
)\k:
a,l
0
Ogm (z* AOgm (z*
/\’géﬁm gaaff) A’;’m gax(:) 0 gm(ﬁk) |
Ao
) (20)

esto implica que en lafila ¢

di
¢ Do)y 09i(al) = 0= Vi) Tdl =0,
i 9 i A

dk

Es decir que d” en la frontera del conjunto factible tiende a ser una direccion tangente,

lo cual no garantiza que la nueva estimativa de (z*, \*) sea un punto interior. Esto se puede

observar en la Figura Il

gt({f:] =0 ,-# direccion de
; descenso

no factible

direccion de
descenso

factible f. _ <

Figura II: Deflexion de d,, en el punto z* del Problema (1).
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Para salvar este efecto de d’;, agregamos un factor de desviacion al sistema (18), que

: : . ~k
define un nuevo sistema en nuevas variables d* y \":

B*d* + Vg(aFW = —V f(z) (21)

AVg(zPTd* + G(avk)xk = —pFAFLP (22)

El sistema (22) se origina de agregar al sistema (18) el factor p y w € R™ de signos

positivos y P la nueva estimacion de A\*. El sistema (22) queda desarrollado como,

NV (@) db + gi ()N = PNl i=1,.m
para restricciones activas se reduce a Vg;(2*)Td* = —p*w, por tanto d* es una direccién
factible.
El signo negativo de (22) produce el efecto de defleccién a d”, en la i-esima restriccion

proporcional a pFwF

. Finalmente, como la defleccién de d* es proporcional a p* y como d” es
una direccion de descenso, se puede establecer una cota superior en p para garantizar que d*
sea tambien una direccién de descenso. Desde que d(’gTVf(a:’f) < 0, obtenemos las cotas por
imposicién de

MV () < edt TV (ab), € €<)0,1] (23)

lo cual implica que d*” V £ (z*) < 0.

La condicién (23) implica que d* es un cono circular recto con eje V f(z*). En general la
razén de descenso de f a lo largo de d* sera mas pequefa que a lo largo de d%. Este precio se
paga para obtener una buena direccion de descenso factible.

Note que por la unicidad de solucién de d*, puede ser obtenido resolviendo el sistema
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auxiliar para hallar un vector dk,

BFdl + Vg(a*)\f =0, (24)

N g (2%)dh + G(a")\ = —AFwh, (25)

y luego se calcula d*, como:

d* = df + p*dfy

De esta forma, es f4cil establecer las cotas de p* para garantizar que (23) se satisfaga.
Como un requerimiento para d*(x) sea un campo de direcciones uniformemente factible, p*
debe ser acotado.

Para determinar el nuevo punto primal, se aplica una busqueda lineal inexacta, cum-
pliendo el requerimiento de factibilidad y decrecimiento de la funcién objetivo. Otras reglas de
actualizacién pueden ser adoptadas para definir un nuevo valor positivo \*. Todas estas ideas
forman la base del método iterativo que se estudia. Este método se resume en el algoritmo 1
que se llamara algoritmo FDIPA .

La busqueda lineal en el paso 2 esta basado en la regla de Armijo. Ademas (34) asegura
un decrecimiento significativo de la funcién, las condiciones (35) y (36) fuerzan a que el nuevo
punto primal esté en el interior. También (36) evita la saturacion de las restricciones asociadas a
las variables negativas, ya que sera necesario para demostrar la convergencia a los puntos de
Karush-Kuhn-Tucker.

Para la actualizacién, se asume algunas condiciones sobre \*, B* w*. Las diferentes
formas de como actualizar los valores de \*, B* y wk. dan como resultado, diferentes formas del

algoritmo FDIPA. Los valores de \*, B* y w* estan sujetos a las siguientes hipétesis.

Hipotesis V. Existen nimeros positivos X1, \°, g tal que:0 < X < X%, i =1,....m, y A <)k,

para cualquier i tal que —g < g;(z¥).
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Algoritmo 1: FDIPA

Entrada: Considere los parametros ¢ €]0,1[,7 €]0,1[,¢ > 0y v €]0,1[, \° € R, B" € R™*"
simétrica definida positiva y un punto inicial z° € Q, C RY.
= Paso 1: Calculando la direccion de descenso d* y \*.

(a) Calcular (d*, \k) al resolver:

B*dg, + Vg(a*)Ag = =V f(z")
AV ()T dE + G™)NE =0
Si d* = 0 entonces FIN.
(b) Calcular (d, \%) al resolver:
BEdj + Vg(z*)\5 =0
Ang(xk)ng + G(:ck))\g = —AFP

() Sidt"Vf(a*) > 0 definir

Pt =min {plldi]l; , (€ —1)daVf(2)/d5V f(x)}

Caso contrario, definir
p* = ellds 3
(d) Definir
d* = df + p*dj
Sk _ K kyk
AY =g + 0" A5

= Paso 2: Busqueda lineal. Calcule t* siendo el primer nimero de la sucesion {1,v, 2,13, ...}

que verifique
fa® +tkdd) < f(2®) + thn V f(=F)T
gi(z® + tFd*) < 0, siempre que \; >0,
gi(zF 4+ t*d*) < g;(«*), siempre que \; < 0.

= Paso 3: Actualizacién. Definir z¢+1 = 2% 4+ t*d* y defina nuevos valores para w**1 > 0,
AL e Ry BR! simétrica definida positiva. Hacer k = k + 1y retorne al Paso 1.
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Hipétesis VI. Existen nimeros positivos o1 y o9 tal que o1||d||3 < d¥ Bd < o9]|d||3;Vd € R"

Hipétesis VII. Existen numeros positivos w1 y ws tal que w1 < w < ws.

B. Analisis de convergencia

Esta seccion estudia las condiciones bajo las cuales la sucesion de puntos generada
(z*, A\*¥) por el algoritmo FDIPA para el problema (1), converga a un punto de Karush Khun Tuc-
ker. Se presenta el andlisis teérico de la demostracién que cualquier sucesion generada por el
Algoritmo 1, converge a puntos KKT del problema, para cualquier actualizacion de A, B, w. Pri-
mero se explica las condiciones que garantizan que nunca falle el algoritmo. Seguido se estudia
las condiciones de parada del algoritmo después de un numero finito de iteraciones y finalmente

el estudio de la convergencia a las condiciones de KKT.
Lema Il. Dado cualquier x € Q),, B una matriz definida positiva, y A > 0 tal que \; > 0 cuando
gi(x) = 0 entonces la matriz

B Vy(z)
M(z,\,B) =

AVgT(z)  G(x)
es no singular.

La demostracién del Lema se puede revisar en [22].

La consecuencia directa del Lema I, es que los sistemas en d,, \., dg ¥y A\g para el al-
goritmo FDIPA tienen solucion Unica. Ademas, desde que x pertenecen a un conjunto compacto,
Ay B estan acotados, entonces se tiene que M esta acotado desde cero y dy, Ao, dg, A\g estan
acotados superiormente.

Si se considera el caso especial d, = 0 en el Paso 1, esto indica que las iteraciones se
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detienen. Ademas, el sistema se reduce a:

Por lo tanto se tiene que = es un punto KKT. De esta manera de aqui en adelante, el
caso donde el algoritmo FDIPA nunca se detiene es estudiado suponiendo (d,, # 0). El siguiente

ejemplo muestra como la condicion de KKT es satisfecha en la solucion optima. Sea el Ejemplo:

min f(z) = (1 — 3)? + (22 — 2)%,

sujeto a:

z3 4+ 23 -5 <0,
$1+2$2_4§07
—a:1§0,

—x2 S 0.

La regidn factible del problema es mostrada en la Figura lll, la solucién optima se da en

el punto z = (2,1)7 con las restricciones activas I = {1, 2}. Los gradientes tienen los valores:

Vi@ =(-2-2)"; Va(@) = (42" V(@) =(1,2)",

Entonces la solucion optima satisface que: —V f(Z) = $Vg1(Z) + 2Vg2(2).

Lema lll. E/ vector d,,, definido en el Paso 1 del algoritmo FDIPA satisface la desigualdad

dIV f(x) < —dl Bd,
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A
(O, 2) Curvas de nivel VQQ (f)

(0,0) (v5,0)

Figura l1l: Regién factible y solucién optima z = (2,1)7.

Demostracion: Realizando el producto d,, al primer sistema del Paso 1 en ambos lados,

dg, - (Bda + Vg(x)Xa = ~Vf(2))
dIV f(x) = —dL Bd, — dLVg(z) Mo (37)

Del segundo sistema en el Paso 1, podemos obtener una equivalencia para Vg(x), vea-
mos:

(AVg" (z)da) + G(z)Aa = 0)",
dIVg(z)AT + LG (x) =0,

como Ay G(x) son simétricas, entonces el dltimo sistema queda,

diVg(x) = =N G(x)A™ (38)

Reemplazando la Ecuacién (38) en la Ecuacion (37)

dIV f(x) = —dLBdy + MIG(2)A ™A

Por las restricciones de optimalidad la matriz G(x)A~! es definida negativa. Asi, podemos con-
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cluir que,

AV f(z) < —d}Bd,

Una consecuencia del Lema lll, es que d,, es una direccion de descenso para f. La regla

de actualizacion de p, planteado en el Paso 1 del algoritmo FDIPA, garantiza que,

p < olldal3

De otro lado por la hipétesis VI se tiene que:

—dlV f(z) > o1|dall3.

Luego de la definicion de p en la igualdad (31),

_ T
pszn{sondan%, A “”}

dgi(x)
entonces de la desigualdad —d1 V f(x) > o1||d, |3, se tiene que,

V(@) | orlldall
d%:Vf(x) - dgi(:c)’

sidjVf(z) >0

El pardmetro &, tiene una variacion 0 < £ < 1, entonces,

(—daV f(z))
dgi(a:)

(1 — §oldall3

>

, 1—&)o1||da 2
p>mm{wndan3;( 7] ”2}

dgi(:c)
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1—
p > min {w; ;gvjig ; } el

Desde djs esta acotado y p = ¢||dal|5 cuando diV f(x) < 0, deducimos que existe

wo > 0 tal que

p > polldall? (39)

Debido que d, esta acotada, se tiene de las ecuaciones (38) y (39) que p es positivo y

acotada por arriba.

Consideremos (38) y d = d,, + pdg juntos, estos demuestran que existe 6 > 1 tal que la

desigualdad

ldllz = llda + pds|l2
< lldall2 + plldall2 < [ldall2 + ¢lldalI3 ]l dsl|2
< |ldall2 + ¢lldal3C

< (1 + olldall2C) [l dall2

de esto Ultimo, denotamos a § = (1 + ¢||d||2C) > 1 quedando verificado que,
dll2 < dl|dall2 (40)

para d, y d.

Lema IV. La direccién de busqueda d satisface
ATV f(x) < €dEV f(x), paraalgin & > 1.
Demostracion:

d =do+ pdg

ATV f(x) = dIV () + pdbV (@)

Como: p = min{pdall3: (€ — VALV f(2)/dLV f(2)}, si d5V () > 0
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de lo contrario (d}V f(x)) <0)y p = ¢lldall3
Luego, se tiene dos casos:
Si d;V f(z) > 0 entonces,

(€ —1)dgVf(z)
dpTvV f(z)

d"Vf(x) <ELVf(z) (sidjVf(z)>0)

d'Vf(z) <dLVf(z)+ - dyVf(z)

Si d;V f(z) < 0 entonces,

V() < dEV @)+ ldal 35V £ (2)

d'Vf(z) <dIVf(@)+ ¢ |dal3dfV f(z)
N———

<0

d"Vf(z) <diVf(z)

TV f(z) < &dIVf()

Por tanto: d'V f(z) < £€dLV f(z) O

De este resultado, si d, es una direccion de descenso de f, entonces d tambien es una
direccién de descenso.
Tambien se puede notar que d”'V f(x) no puede ser cero, porque si d’ V f(z) = 0 implica

dI'V f(x) = 0y luego del Lema ll,

dI'Vf(z) < —dLBd,,

diBd, < —dIVf(z)=0.

Entonces: dX Bd,, = 0, como B es definida positiva implica que d, = 0.

Por tanto el algoritmo debe parar después de calcular d,.

Proposicion I. Sea ¢ : R™ — R una funcién continuamente diferenciable, tal que V¢ satisface
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la condicion de Lipschitzen I’ C R", es decir existe una constante k > 0 tal que

Entonces, para [x,y] C ', se cumple que:

o(y) < ¢(x) + (y — )" Vé(x) + klly — |3

Demostracion: Aplicando el Teorema de valor medio a la funcion ¢(z + t(y — x)) : [0;1] — R,

entonces existe £ €< 0,1 > tal que:
¢(1) —(0) = ¢'(£),£€(0,1).
= ¢(y) —o(x) = (y—2)"Vo(z+&(y —=)), paraalgin £ €]0, 1]

Entonces:

oy) = o@)+ (y—2)"Vo(x) - (y —2)'Vo(z)(z +£(y — 2))
oy) = o@)+ (y—2)"Vo(x) + (y — )" (Vo(z + £(y — x) — V()

¢(x) + (y — 2)"Ve(z) +|ly — |2 Vo(a + E(y — 2)) = V()]l2

PN
N
IN

$(x) + (y — 2) V() + lly — l2(kEly — ]2)

PN
s
IN

¢(z) + (y — )" Ve(z) + klly — «[3

=S
=
IN

Por tanto:

o(y) < o) + (y — )" Vo(a) + klly — =|3

Lema V. Existe T > 0 tal que cualquier x € Q, y vector d calculado en el Paso 1 del algoritmo

FDIPA, ademas las condiciones del Paso 2; (34), (35) y (36) son verificadas para todo t € [0, T].

Demostracion: Veamos que se satisface la condicién g;(z + td) < 0, que se aplica cuando
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X > 0. De la proposicién | existe k; > 0 tal que,
gi(x +td) < gi(x) +td"Vgi(x) + *kil|d|3
para cualquier x y x + td € Q,, tal que [z, x + td] C Q,. Por tanto, si
gi(x) +td" Vgi(x) + tkil|d||5 < 0

entonces g;(z + td) < 0. De la ecuacion (22):

AVgT (z)d + G(z)\ = —pAw,
se tiene que:

)\ng;fF(m)d + gi(x) i = —pAiw;

Vol (2)d = —pw; — gi(z) =

la desigualdad es equivalente a:

Ai
gi(z) + t(—pw; — gi(w);) + t%ki||d])3 < O

Ai
gi(x)(1 — t)\—) — tpw; + t2ki|]dH§ <0

desde que \; >0

Esta desigualdad es satisfecha si

Ai
L=t >0 pwi— thi||d||3 >0
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De acuerdo a estas dos desigualdades cualquier ¢ debe verificar que:

By

t<
(kil1dl13)

b g

entonces ambas desigualdades son verdaderas para todo ¢ tal que:

Como )\; es acotada, en el caso donde g;(x) > —g. Por las igualdades (39) y (40) y la Hipétesis
V se deduce que existe un 7; > 0 tal que se satisface para cualquier t € [0, 7;]. En efecto:

De la hipétesis V: 0 < \; < A%y \; > A para cada g;(z) > —g, entonces

De (39) y (40):

52
A3 < dal f < =76 > 1520 > 0

PW; > pow;

= >
killd|[3 — 0%k

A pow;
=te [O,mln{v, 520 }H
—_—————

Ti

Desde que g es continuamente diferenciable y d es acotado, cuando g;(z) < —g entonces un
7; > 0 tal que g;(xz + td) < 0, Vt € [0, 4.

De igual procedemos cuando \; < 0, puede ser probado que existe 7; > 0 tal que
gi(x + td) < g;(x) es satisfecho para cualquier ¢t € [0, 7;].

De nuevo por la Proposicion |, existe k¢ > 0 tal que,

fla+1td) < f(z) +td"V f(2) + | d||3ky
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para cualquier [z,x + td] C Q,. Por tanto la condicién f(x + td) < f(z) + tnVd" f(x) es

satisfecha para cualquier ¢ tal que,

f(@) +td"V f (@) + 2||dl3ks < f(z) + tnd"V f ()

o de forma equivalente que se satisfaga que

t(1—n)d"Vf(z) < —2||d||3ky

(1= 1d"Vf ()
R

Por el Lema Il se tiene que,

(n — DEALV f(x)
kglldll3

(n—1)d"Vf(x)
13k

<

Del Lema Il y la hipétesis VI

< = 1D&(=dgBda) _ (n—1)§(=01lldal3)

<

kg lldlf3 - kg lldll3
Usando que existe § > 1, tal que: ||d||3 < §||d. |3

(n = Dg(or(=lldall3)) _ (1 =m0
krlldl3 T kyo?
. (1 —=n)€oy . . .
Asi, t < sz Por tanto, existe 7 > 0 que satisface las condiciones del Lema. O
f

Para el caso que alguna de las restricciones son funciones lineales, no es necesario que
se aplique una defleccién relativa a la funcién, por ejemplo si g,(x) es lineal se puede demostrar
que

gq(x +td) = g4(x) + thng(m),
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y ya no es necesario la existencia de k;. Asi, la condicion de desigualdad es satisfecha para
cualquier t < X\,/)\,, para todo A, > 0. En el caso A, < 0, la condicién tambien es satisfecha
para todo ¢ > 0. Cualquier sucesién {z*}cn generada por el algoritmo FDIPA esta contenida en
Q.. Desde que (2, es compacto, la sucesi’'on tiene un punto de acumulacién en 2. El siguiente
Lema demostrara que los puntos de acumulacién son puntos estacionarios del problema y luego

que estos mismos son puntos KKT.

Lema VI. Todo punto de acumulacién x* de la sucesion {z*}.cx generada por el algoritmo

FDIPA es un punto estacionario del problema. Mas aun (x*, A\, (z*)) es un par estacionario.

Demostracion: Considere la sucesion {z*},cx donde K C N, converge a z*. Desde que
\, B, w, p son acotadas, existe K1 C K talque {z*, \¥, B¥ w¥, p¥}1cx, convergen para z*, \*, B*
,w*, p*. Considerando que d depende continuamente en x, A, B, w, p, deducimos que {d’f}keK1 —
d*, con

d* = d(z*, \*, B*,w*, p).

Considerando ahora Ko C K tal que {t*}rcx, — t*. Del Lema IV se tiene que t* > 0. Aplican-

do la condicion de la primera desigualdad del Paso 2 del algoritmo FDIPA, escribimos,

FE@F) < f(@b) + nthdP TV (o)

donde se asume que k € K», y k + 1 no necesariamente pertenece a K». Llamando fol(k) los

elementos que pertenecen a K. Luego, desde que fol(k) > k + 1.

F@loMR)) < f(ab) + ntbd TV (¥,

y tomando limite ambos lados para k — oo, tenemos

f(a*) < f(@) +nt*d* TV f(z*),
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y asi, d* TV f(2*) > 0. Considerando el resultado del Lema IV en el limite para k — oo, tenemos
d*TV f(2*) = 0. Tambien se sigue del Lema IV que d%7V f(2*) = 0y del Lema Ill que d, = 0.

Por tanto (z*, \) es un par estacionario. O

Lo que sigue es probar la convergencia a puntos KKT. Para esto se debe suponer una

hipétesis adicional.

Hipétesis VIII. E/ punto estacionario del Problema | son puntos aislados 6 ellos constituyen

conjunto compactos aislados con las mismas restricciones activas.

Teorema VI. Cualquier punto de acumulacion x* de cualquier sucesion generada por el algorit-

mo FDIPA es un punto de Karush Kuhn Tucker del problema.

Demostracion: Como z* es un punto estacionario del problema, solo es necesario probar que
los multiplicadores de Lagrange A, (x*) son no negativos. Tenemos que d,, = 0 en un punto es-
tacionario. Luego, de la igualdad (18), los (A\,);(z*) = 0 en el caso donde g;(z*) < 0. Considere

ahora que una restriccion gy, tal que g, (z*) = 0. Como el método tiene factibilidad estricta,

gn(z¥) <0, VEeN.

Luego, definimos la sucesién {xk}keK, K C N, convergiendo a z* , tal que

gn(z®) > gn(a¥1), Vke K

Notar que k& — 1 puede no pertenecer a K. Se deduce de la desigualdad g;(z + td) < g;(x), si
\i < 0, que para estos términos de la sucesién, \f~! > 0.

Ahora, procediendo por contradiccién y suponiendo que A, (z*) < 0. De las desigual-
dades p < ¢||da|2 A p > @ollda||? se deduce que A, (z*) < 0. Luego, de la Hipétesis VIII existe
una bola abierta,

) ={= : [|lz —2™[l2 <}
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tal que:

Mn(z) < 0,Vz € Qu NT (),

y para todo A, B, w, p generado por el algoritmo.

Considere ahora la sucesion {z"~1},cx. Como A\¥~! > 0, para cualquier k € K, tene-
mos que 21 ¢ I'(v,). Por tanto , {z*1},cx esta en el conjunto compacto €2 — I'(y;) y tiene
puntos de acumulacion. En consecuencia del Lema VI, estos puntos son puntos estacionarios
del problema. Sea z uno de estos puntos, y {x’“l}kek, K C K, una sucesion convergente para

z. Tenemos que d(z) = 0. Entonces, para I suficientemente grande,

Nd* Yl <yp, VE>T, keK,

y en consecuencia de la busqueda lineal

[la® — 2o < |2 < .

De este Ultimo resultado se tiene una contradiccion con la parte = ¢ I'(~y,). O

El Teorema VI explica que la convergencia de cualquier sucesién por el algoritmo FDI-
PA, es condicion suficiente para concluir que el punto de convergencia es una solucién optima
del problema de programacién no lineal y que satisface todas las condiciones de Karush Kuhn
Tucker. La siguiente seccion muestra la aplicacion del algoritmo FDIPA en varios ejemplos, que-
dando demostrado con sus resultados la eficacia del algoritmo en problemas de programacién

nolineal.

C. Ejemplos de aplicacion

La seccion muestra la aplicacion del algoritmo FDIPA en algunos ejemplos de problemas

de programacién nolineal. Mostrando los resultados de las iteraciones con figuras que permiten
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notar como los resultados del algoritmo van convergiendo.
La implementacion se ha realizado en el software Matlab, utilizando los siguientes valo-

res de los pardmetros, en todos los ejemplos.

§=0,8n=0,40=Lrv=0,8z,=2;A=| : | ,B=| ' .. ! | ,w=

Ejemplo I. Determinar el minimo de la funcién, f(z,y) = 2% + 3y, sujeto a:

1-2z—-y <0,

1-2y—2<0.

Para las iteraciones del algoritmo FDIPA se ha tomado el punto interior inicial, zp = (1,1).
Los resultados son mostrados en el siguiente cuadro. La solucién aproximada del problema es

(0,42861047,0,28569476), mientras que la solucion real es (2, 2), entonces

E =/(3/7,2/7) — (0,428576,0,285712)||2 ~ 5,11 x 10~°,

Se observa que la aproximacion a la solucién real es del orden 1076,
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iteracion  paso f(x)
1 0,32978 _ 1,429707  0,550306 _ 2,952574
2 1,00000 _ 1,141401 0,243209 | 1,480249
3 0,57426 _ 0,903835 0,399927 _ 1,296744
4 1,00000 _ 0,814645 0,189307 | 0,771158
) 1,00000 - 0,593158 0,318587 - 0,656329
45 1,00000 - 0,428580 0,285710 - 0,428571
46 1,00000 - 0,428578 0,285711 - 0,428571
47 1,00000 - 0,428577 0,285712 - 0,428571
48 1,00000 _ 0,428576 0,285712 _ 0,428571
49 1,00000 _ 0,428576  0,285712 _ 0,428571

Figura IV: lteraciones del Ejemplo | por el algoritmo FDIPA.

Ejemplo Il. Determinar el minimo de la funcién, f(z,y) = z* + ¥, sujeto a:

2?4y —2<0,

—z? 4y <0.
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Para las iteraciones del algoritmo FDIPA se ha tomado el punto interior inicial, o = (1,0,5). Los

resultados son mostrados en el siguiente cuadro.

iteracion  paso x f(zx)

1 1,00000 0,846978 0,279269 0,857006

2 1,00000 0,556961 —0,397462 0,111474

3 0,75780 0,085301 —1,320341 —0,652894

4 0,43517 0,000244 —1,324314 —0,662157

5 1,00000 {—0,000337 —1,340707] —0,670353

140 1,00000 [ 0,000001 —1,414214 } —0,707107
141 0,75780 [ —0,000001 —1,414214 ] —0,707107
142 1,00000 [ 0,000001 —1,414214 } —0,707107
143 0,57426 [ —0,000000 —1,414214 ] —0,707107

144 0,57426 {—0,000000 —1,414214] —0,707107

~

Figura V: lteraciones del Ejemplo Il por el algoritmo FDIPA.

La solucién aproximada del problema es (0,0000000, —1,41415796), mientras que la so-

lucion real es (0, —v/2), entonces

E— H (0, —\@) — (—0,000000, —1,414214)H2 ~ 438 x 1077,
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Se observa que la aproximacién a la solucién real es del orden 1077

Ejemplo lll. Determinar el minimo de la funcién,

fla,y) =2 + (y+21)7,

sujeto a:

senx

y—20 +20 <0,

x
_y_gow_ggg(),
0,5—2<0.

Para las iteraciones del algoritmo FDIPA se ha tomado el punto interior inicial, zg = (15, —20).
Se realizo 56 iteraciones con un tamarno de paso que termino a 0,33 aproximandose al punto

(2,80, —20,62). Las iteraciones del algoritmo se pueden ver en la siguiente Figura.

20 f R

=25

-30

Figura VI: lteraciones del Ejemplo Il por el algoritmo FDIPA.
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IV Algoritmo FDIPA-LP

El presente capitulo estudia el algoritmo FDIPA-LP, este algoritmo es una adaptacion del
algoritmo FDIPA [9], aplicado para problemas de programacion lineal. El desarrollo del algoritmo
fue realizado por Celis en [14]. El algoritmo es un método de puntos interiores de aplicacién prac-
tica en este tipo de problemas, siendo asi una forma alternativa del método simplex. El capitulo
muestra primero, el estudio de la adaptacién del algoritmo FDIPA-LP, segundo el planteamiento
del algoritmo y finalmente el estudio del andlisis de convergencia. El siguiente capitulo mostrara

la aplicacién del algoritmo en algunos ejemplos test.

A. Estudio del algoritmo FDIPA-LP

Sea el problema de programacién lineal con restricciones de desigualdad menor o igual

[43 <//
_— )

min Ly

(41)
s.a. Ax <b,

donde A € R™*" es la matriz de restricciones, b € R™ vector independiente, ¢ € R™ es el
vector de costos; = € R" es el vector de variables, con m > n > 1y rango(A) = n.
El analisis del problema (41), es de forma semejante al problema no lineal. Para mostrar

esto, primero veamos las definiciones de las funciones que se usan. Sea I = {1,2,...,m}, para
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cadai € I, a;; denota la i-esima fila de A, b; la i-esima componente de b. Entonces,

alz — b
Az —b= alr — b
al z — by

De esta forma tenemos las funciones de restricciones, como las funciones g; : R™ — R dadas
por

gi(x) = CLZT:E —b;,

entonces g(x) = Ax — b, donde g : R® — R™. La funcién objetivo f(x) = ¢!'z. Ademas, queda
claro que ambas funciones son continuamente diferenciable C*°. Asi ,el Problema (41) queda

denotado como un problema de programacion no lineal.

min  f(z) =clx
(42)
s.a. x € Q,
donde el conjunto factible es definido por,
Q={zeR":gi(z) <0,iel}
cuyo interior es,
Q={zeR":g(z) <0,iecl} (43)

Se puede definir el lagrangiano asociado al Problema (41) como:
L(z,\) = f(z) + Ag(x) = f(2) + ) Nigi(x),
=1
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L(z,\) = L+ )\T(Ax —b). (44)

El gradiente del lagrangiano queda de la forma:

VoL(z,\) = c+ ATX (45)

Como se puede observar, la matriz hessiana respectiva queda como H(z,\) = 0 una matriz
nula.

El Problema de programacién lineal (41) debe cumplir las condiciones de optimalidad de
primer orden de Karush Kuhn Tucker (5)-(8), de esta manera las condiciones que debe satisfazer

el Problema, son las siguientes:

c+ AT =0, (46)
G(z)A =0, (47)
(Az —b) <0, (48)
A >0. (49)
donde: G(z) = diag (afx —c1,...,alx — cp).

Definicién XV. El punto z € Q) es llamado punto estacionario del problema (41) si existe un
A € R™ que satisface (46) y (47). Si A > 0 entonces x es un punto de Karush Kuhn Tucker

(KKT).

Siguiendo las ideas basicas del algoritmo FDIPA, se plantea a continuacién lo siguiente:
La regién factible Q, = {x € Q : f(x) < p} donde p € R tiene interior Qp ={reQ:
f(z) < p}. Las hipotesis que se deben suponer son pocas, porque la diferenciabilidad de las

funciones ya esta garantizada por ser funciones lineales. Veamos,

Hipétesis IX. Existe un ndmero real p tal que ), es compacto y el interior no vacio.
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Hipotesis X. Para todo = € ) los vectores Vg;(x) = a; para todo i € I, tal que g;(z) = 0, son

linealmente independientes.

Lo que ahora sigue es aplicar el algoritmo de Newton al sistema formado por los sistemas

(46) y (47), para esto se forma la funcion F : R**™ — R"*™ donde

ATX + ¢ 0
F(xv )‘) = = )
G(z)A 0
cuyo gradiente queda de la forma:
0 AT
VF(z,\) =
AA G(z).
donde: A = diag (A1, ..., A\n). Entonces, por el algoritmo de Newton se tiene el sistema:
Lo — T

donde (z,\) € Q x R es el punto inicial 6 punto actual y (x4, Ao) €s el nuevo punto estimado.

Denotando a la matriz

0o AT
W(z,\) =

AA G(z)
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Se define la direccién de descenso como d,, = z, — x. Asi, el sistema queda como:

0o AT d —b

AA G(z)| | —pA

donde p > 0 es un numero positivo apropiado que garantiza que d es una direccion de descenso,
y A es la nueva estimacién de ). Otra manera de obtener el par (d, \), es resolver el sistema

(50) y el siguiente sistema,

0 AT | |dg 0
= , (52)
AA G(z) Xg -
donde,
d=d,+ pdg, (53)

una vez calculado una direccién de descenso factible d, se puede determinar la siguiente itera-
cién.

Muchas veces el tamarfio de paso de la direccion d no permite que la nueva estimacién
sea un punto interior de la region factible y no disminuya la funcién objetivo. Para evitar esta
dificultad se mejora la busqueda de la direccién d reduciendo el tamafio de paso, con un factor
t €]0,1], talque g(z+1td) < 0y f(z+1td) < f(x). Asi esta nueva estimacion x + td asegura que

los puntos de la sucesion generada pertenezcan al (2. Recordemos que f(z) = ¢’ x, evaluando
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fenelpunto z + td,

fx+td) = (x +td) = f(z) +tcld. (55)

Sic’'d < 0, se obtiene que,

f(x+td) < f(x), paratodo t € R. (56)

El resultado (56) se interpreta que la reduccién de la funcién objetivo no depende del factor
t €]0, 1], sélo de la condicién c’'d < 0.
Lo que sigue estudiaremos bajo que condiciones se satisface la nueva estimacion x + td

pertenesca a la region factible. Evaluando cada componente g;, i € I, en el punto = + td.

gi(x +td) = [g(x + td)]; = [A(z + td) — s,

entonces:
gi(z 4 td) = g;(x) + tal d. (57)
Analizando todas la posibilidades que pueda tomar el valor a?d :
= Siald < 0entonces g;(z + td) < g;(z), paratodo t € R;.
» Siald=0entonces g;(x + td) = gi(z), paratodo t € R.

» Siald > 0, para garantizar la factibilidad entonces g;(x + td) <0, (al (z + td) — b < 0),

—aZTx +b  —gi(x)

t < = 58
- aZTd ade (58)
Por tanto el valor adecuado del parametro ¢ es,
t=mind 290 Ty g (59)
i€l aZTd !
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Luego de este analisis, podemos observar que a diferencia del algoritmo FDIPA, |la condicién de
Armijo ya no se utiliza, es reemplazada por la igualdad (59). Quedando el siguiente algoritmo

modificado, llamado algoritmo FDIPA-LP, planteado por Celis en [14].

Algoritmo 2: FDIPA-LP

Entrada: Considere los parametros § €]0,1[,¢o > 0, u > 0,7 > 0, A®.
Datos iniciales: 2° € Qy \° € R )
= Paso 1: Calculando las direcciones de descenso factible d* y \*.
(a) Calcular (d%, \F) al resolver:
ATNE = —p,
AFAdE + G(2™)\E = 0.
Si d® = 0 entonces FIN.
(b) Calcular (df, \}) al resolver:
ATN; =0,
AFAdE + G(aM)Nf = —AF.

(c) Calcular p*. Si dETb > 0 entonces p* es definido por,
o = min {olldh |13 , (€= 1S b/d5 b},
Caso contrario, definir, o~ = ol|d||3.
(d) Definir la direccién de busqueda d*,
d¥ =df + pFdfy, N =5+ pPAL
= Paso 2: Busqueda lineal. Si al'd* > 0;i € {1,2,...,m}, se calcula

k
- —agi(2)
b= Ivnel}l{ alek

} , deotramanera: t = oco.

Filar t=min{max{yt, — ||d"||2},1}.
= Paso 3: Actualizacion.

(a) Tomar z* = z* + td*.
(b) Calcular \; = min{max{\% , u||d% |3}, \*}, paratodo i € I. Ir al paso 1.

El algoritmo esta disefiado para que la sucesién {z*} pertenezca dentro de la region
factible. El Paso 1(b) obtenemos el valor de la defleccién que garantiza la direccién de descenso
de d*. El Paso 2 calcula el tamafio de paso que garantiza la factibilidad y con la expresién (68)
obtenemos la factibilidad estricta. El Paso 3(b), usamos la misma regla del algoritmo FDIPA para

actualizar el multiplicador de Lagrange \*.
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B. Analisis de convergencia

La seccion trata del estudio sobre las condiciones de cuando la sucesion generada por
el algoritmo FDIPA-LP (z*, \¥) es convergente a un punto (z*, \%), a partir de un punto interior
inicial 2° € 2. Ademas con las Hipotesis IX y X se demuestra que z* es un punto KKT.

Para comenzar, analizamos la matriz W (x, \),

0o AT
W(z,\) = ; (69)

AA G(x)

donde z € Qy A € R’}. La matriz W es no singular, la demostracion se puede ver en [13]. De
esta forma se determinan de forma Unica a d., Ao, dg, A\g en el Paso 1. Ademas, esto garantiza
que no se produzcan ambiguedades y el algoritmo quede bien definido.

El caso d¥ = 0 en el Paso 1, nos muestra que el par (z*, \¥) satisfacen el sistema (60)
y (61). Como G(zx) < 0 entonces \F = 0, luego ATz5 = 0 entonces b = 0 lo cual es una
contradiccion si b # 0. Por tanto cuando b # 0, el algoritmo produce una sucesion infinita de A% .
Por esto, de aqui en adelante se supondra que d* # 0 en cada iteracion.

Las iteraciones del algoritmo FDIPA-LP generan puntos z* € Q y A* > 0. Veamos, el

siguiente Lema que demuestra que d* es una direccion de descenso.

Lema VIl. Sea& €< 0,1], sid # 0 yd, # 0, luego

dTh < &dfb <0 (70)

Demostracion: Del Paso 1 a) multiplicando a la ecuacion (60) por d’

dEAT N, = —dZLb, (71)
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desde que z* > 0, multiplicando a la ecuacion (61) por AL AL,

MATHAAd + G(x)Ao = 0),

A Ady + NIATIG(2) A = 0, (72)

de (71) AL Ad,, = —d.b reemplazando en (72),

dLb = ATATIG(2) M (73)

claramente A~'G(x) es una matriz definida negativa. Por tanto, la ecuacién (73) para cualqueir
Aa £ 0, €58,

dTb = ATATIG ()M < 0. (74)

También de la ecuacion d = d, + pdg multiplicando por b, tenemos la igualdad,

d"b = dLb+ pdjb. (75)

Por el algoritmo FDIPA-LP el Paso 1 define como obtener el valor de p siendo no negativo en

cualquier caso.

m Si dgb < 0 de la ecuacion (75) y (74) se tiene que:

T T T
d'b = dLb+ pdhb

=db<dlb<0 (76)

dLy
= Sj dgb > 0 del Paso 1 el valor de p permite la desigualdad p < (£ — 1)%,
B

= pdgb+dib < £dlb
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dTh < &dxb (77)

Por tanto de las desigualdades (74), (76) y (77) tenemos:

d'h < &dfb <0 (78)

Como consecuencia directa del Lema VII, f es monétona decreciente, d, y d son direc-
ciones de descenso de f. En efecto por construccion para ¢ €]0, 1] y del Lema VIl entonces se

cumple que: td’'b < 0. Al evaluar f en = + td, se tiene que,

flz+td) = f(z)+td'b

entonces, se demuestra que f(x + td) < f(z).
De otro lado, con la seleccion de p en el Paso 1 del algoritmo FDIPA-LP, garantizamos
que

0 < p < ¢lldall3 (79)

Es decir a medida que d, — 0 entonces p — 0. El siguiente Lema demostrara la factibilidad de

d.

Lema VIIl. Existe T > 0 tal que para cualquier ), y d calculado en el Paso 1 del algoritmo 2

FDIPA-LP, tenemos que g(x + td) < 0 para todo t € [0, 7.

Demostracion: La longitud de paso ¢ esta definida por la férmula ¢ = min{mdax{~t,t—||d||}, 1}.
Como todas las restricciones son lineales, deben satisfacer la condiciéon de busqueda lineal, que

las siguientes desigualdades deben ser verdaderas,

gi(x + td) = g;(x) + tald <0, (80)



paratodo i € I.
Si aiT < 0. la desigualdad es satisfecha para cualquier ¢ > 0. De otro lado, si a?d > 0,

se probara mas adelante que solo es suficiente probar que,

m@ﬂ(l—t?>—¢p§0- (81)

)

Sabemos que se satisface pt > 0y g(z) < 0. Entonces la desigualdad (81) es satisfecha si:

(82)

~

g
IA
—_

Desde que A es acotado por la definicion en el paso 3, y como A, Ag y p estan acotados supe-
_ . A
riormente, también A es acotado superiormente. Entonces, existe 7 tal que J > T.

7

Por tanto, para todo i € I y para todo ¢ € [0, 7|, tenemos g;(z + td) < 0. O

Considerando que f(z°) = p, para un valor inicial z° € Q) y la funcién esta decreciendo,
tenemos que cualquier sucesién {x*} generada por el algoritmo esta contenida en 2,, entonces
desde la hipétesis IX, la sucesin {z*},cy tienen un punto de acumulacién en ,. El siguiente
Lema garantiza que el punto de acumulacién de la sucesién {z*},cn generada por el algoritmo

FDIPA-LP converge a un punto estacionario.

Lema IX. Todo punto de acumulacién de la sucesion {x*} .cn, generada por el algoritmo FDIPA-
LP, es un punto estacionario del problema. Ademds de eso, (z*,\}) es un par estacionario,

donde \}, es el unico vector multiplicador asociado con x*.

Consideremos la subsucesién {z*}cx, donde K C N, convergiendo a z*. Por cons-
truccion de A\F € [0, %] y de la cota en (79) se tiene que {\*}ren y {p*}ren estan acotados,
entonces existe una subsucesion convergente, de la forma {(z, A¥, pk)}keKl que converga a
(%, X%, p*).

Desde que d* depende continuamente de z*, \* y p*,obtenemos que {d*}rcx, — d*,
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con d* = d(z*, \*, p*).

Desde que t* €]0, 1] para todo k, se sigue del Lema VII. que existe 7 tal que

F@F T < f(2*) + Ed* T,

para todo k£ € K7, donde asumimos que k£ + 1 no necesariamente pertenece a K.

Fa®) < f(a*) +#d*Tb paratodo k' > k +1,

y tomando limite en ambos lados & — oo,

f(a*) < fa¥) +td* T,

de lo que sigue

0<dTe.

Considerando ahora el resultado del Lema (VII) en el limite para £ — oo, tenemos

d*Th = 0.

Ademas, se tiene que d}, = 0. Tomando los limites a los sistemas (60) y (61), tenemos

AT\ = —p

G(z*)\5 =0

Por tanto, z* es estacionario, con multiplicador de Lagrange \},. De la ecuacion (84) y la hipotesis

X tenemos la unicidad de \*.

Lema X. Suponga que la sucesién {z"*}cn es acotada. Sea L el conjunto de los puntos limites
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de {2*}en, entonces L es un conjunto conexo y compacto con la mismas restricciones activas.

Demostracion: La prueba es analoga a la del Lema 3.5 y el Lema 3.6 en [13]. El Lema 3.5

prueba que L es conexo y compacto y el Lema 3.6 prueba que L posee un Unico \* asociado

con este conjunto. O

El lema X aparece como una hip6tesis en el algoritmo FDIPA [9] esto ayuda para probar

la convergencia de la sucecién de puntos generados por el algoritmo a un punto KKT.

Lema XI. La direccién d calculada por el algoritmo FDIPA-LP satisface que,

dla; <0, paracada); < 0,i € {1,2,...,m}. (86)

Demostracion: Desarrollando las ecuaciones (61) y (63):

AAdy + G(z)Aa =0,

AAdg + G(z)Ag = —.

Tenemos el productos de las matrices y vectores de la siguiente forma:

Al ... 0 ...0 al Ao, gi(z) ... 0 ... 0 Aoy
0 A 0 || al || da [*] O gi(x) 0 Ao | =
0 ... 0 ... Ay al da, 0O ... 0 ... g Aoy,
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0 ... 0 ... Ap al, dg, 0 ... 0

entonces paratodo i € I,

)\ia;'rda + )\azgz(m) = 07

Nial dg + Ngigi(z) = =\,

Aplicando la multiplicacion por a! a la ecuacion d = d,, + pdg

ald=ald, + pa;-rd/g.

Sustituyendo las ecuaciones (87) y (88) en la ecuacion (89) se obtiene

)\ai A 7
ald=— N 9@ - pTigi(x) —p
_ %@ (/\ai + P)\,Bi> —p
i
gi() <
— )\z - M
i

0 s,
0 )‘/31' -
gm () 1L ABon |
(87)
(88)
(89)
(90)
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En la ecuacion (90), si \; < 0y de las hipotesis \; > 0, p > 0, entonces:

a’d <0 (91)

Las funciones de restricciones asociada con los multiplicadores negativos son funciones
decrecientes (g;(x+td) < g;(x)). Esto garantiza que los puntos estacionarios que no son puntos
KKT pueden ser evitados.

El siguiente Teorema demuestra que el algoritmo converge a una solucién del problema.

Teorema VII. Cualquier punto de acumulacion x* de cualquier sucesion generada por el algorit-

mo FDIPA-LP, {z*}1en es un punto Karush-Kuhn-Tucker del problema.

Demostracion: Del Lema IX todo punto z* es un punto estacionario del problema, solamente
queda probar que los multiplicadores de Lagrange A\* sean no negativos. Se conoce que en un
punto estacionario d}, = 0y d* = 0 en un punto estacionario. Luego en la ecuacién (61)se tiene

que:

cuando A%, = 0, en el caso g;(z*) < 0.
Considerando una restriccion, g;(z*) = 0, esto tiene algunas consecuencias. Como el
método es estrictamente factible,

gj(z") < 0,Vk €N

[ ion {z" }rek x )
Entonces se define la sucesion {z¥}.cx, K C N que converge para z* tal que

gj(z®) > g;(2*1), paratodo k € K.

Notando que k—1 puede no pertenecer a K y del Lema XI, obtendriamos que 5\?_1 > 0. Veamos
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la demostracion, procediendo por contradiccion, y supongamos A7 ; < 0, entonces se obtiene de
laigualdad 0 < p < ¢||d%|| que p*

N = N5 N

obtenemos que X; < 0. Entonces del Lema X, existe una bola abierta B(v;) = {z : ||z — 2*|| <
v;} tal que Xj < 0 para todo = € Qn B(v;) y cualquier A y p generando por el algoritmo
FDIPA-LP.

Consideremos ahora la sucesion {z"~1},cx. Como /_\;?_1 > 0, para cualquier k € K, se
tiene que %=1 ¢ B(v;). Entonces {z*~!},ck esta perteneciendo al conjunto posee un punto de
acumulacién. En consecuencia del Lema IX este punto es un punto estacionario del problema.

Sea z es uno de estos puntos y {x’“‘l}kek, K C K, la sucesién convergente a z, por
tanto se tiene que ||d*~!|| — 0. Entonces para I suficientemente grande ||d*~!|| < ~; para todo

k > I y en consecuencia de la busqueda lineal

[l — =] = (1)
|2* — 2| <;
Este resultado es una contradiccién con el hecho que = ¢ B(v;), probando el Teorema. O
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V Implementacion numeérica y resultados

El presente capitulo muestra dos aplicaciones del algoritmo FDIPA-LP, primero en pro-
blemas de programacion lineal de gran escala y segundo en problemas de transporte. Los pro-
blemas de gran escala tienen algunas dificultades como restricciones redundantes, mal condi-
cionamiento y no ser acotadas. Por esto la primera y segunda seccién explica la metodologia
que se va seguir a los problemas de gran escala, para conseguir el resultado de alcanzar su va-
lor objetivo optimo usando la forma dual del problema. La ultima seccién muestra los resultados

de la aplicacién en problemas de transportes siguiendo la misma metodologia.

A. Problema primal-dual

La resolucién del primal de un problema de programacién lineal en muchos casos es
mas practico resolver en su forma dual, porque en la forma dual puede disminuir el numero de
variables, resultando en un analisis menos complicado. Ademas, se sabe que el valor optimo de
ambos problemas es el mismo. Los problemas que vamos a resolver son ejemplos de Ensayo,
dados en la biblioteca NETLIB [23]. Los problemas mostrados en esta biblioteca son problemas
de gran escala (tienen una cantidad grande de variables y restricciones). Los resultados en-
contrados son similares a los mostrados en la biblioteca NETLIB, demostrando que el algoritmo
FDIPA-LP es una alternativa muy eficiente para resolver problemas de gran escala.

Para explicar el proceso, primero vamos a presentar la formulacién dual del problema
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primal que vamos estudiar. El problema primal debe estar en la forma estandar:

min 'z,
s.a Ax=0b, (92)
x>0,

donde: A € R™*" ¢, x € R"y b € R™. Elrango de A es n.
La formulacién del problema dual, fue presentado en un caso mas general en la seccién
C. Nuestro caso de aplicacion es como el Problema (92). Aplicando la formulacion dual tenemos

que el problema dual queda como:

s.aa AT <e,

A irrestricto.

Como se observa, el problema dual tiene restricciones de desigualdad del mismo tipo
(<), esta forma es el tipo de problema que puede ser resuelto por el algoritmo FDIPA-LP, pero
antes primero vamos hacer un previo tratamiento al problema primal. Primero se aplicara técni-
cas de Presolver para reducir las restricciones rebundantes y el nimero de variables. Segundo,
una técnica de escalamiento y hacer un reacondicionamiento del problema, porqué al reducir las
restricciones y el numero de variables hay un peligro de mal acondicionamiento en las restriccio-
nes, que pueden ocasionar que el problema no obtenga una buena aproximacion de la solucién

Optima.

B. Resolucion de sistemas lineales internos en FDIPA-LP

El algoritmo FDIPA-LP es similar al FDIPA, inicialmente se deben resolver dos sistemas

lineales. Para la solucion de estos sistemas se aplican métodos iterativos, que se caracterizan
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por aproximar la solucién, generando una sucesién de puntos hasta que los puntos esten muy
préximos. En muchos casos, estos métodos son mejores que otros métodos exactos, tienen un
costo computacional mucho menor y obtienen una buena aproximacion de la solucién real.

La aproximacion de la solucion de los sistemas seran obtenidos aplicando el método
de gradiente conjugado precondicianado split (GCPS). En la siguiente seccién se desarrolla el

algoritmo del método.

Método del Gradiente Conjugado Precondicionado Split (GCPS)

Los métodos directos tienen la desventaja de generar una cantidad grande de iteracio-
nes, por eso tienen un costo computacional muy elevado. Sus operaciones generan muchos
resultados inexactos, siendo mas inestable. la obtencién de la solucion exacta pueden ser inco-
rrecta. Los métodos iterativos son métodos que en general se aproximan a la solucién exacta y
suelen ser mas practico. El método de gradiente conjugado es un método iterativo, no es muy
robusto en sistemas de gran tamano, pero con un precondicionamiento funcionan muy bien a
comparacion de otros métodos, como eliminacién gaussiana y otros métodos iterativos. Cuando
la matriz ha sido precondicionada se tienen buenos resultados en aproximadamente +/n itera-
ciones [24].

El método de Gradiente conjugado fue planteado por Hestenes y Stiefel [25] para resol-

ver sistemas de ecuaciones lineales del tipo.

Az = b, (93)

donde A € R™ ™ es una matriz simétrica definida positiva, € R" es el vector de incognitas
del problema y b € R™ el término independiente. El método GCPS es un algoritmo para la
solucién numérica de sistemas lineales, tal que las matrices son simétricas definidas y positivas.

El algoritmo emplea el uso de una matriz precondicionada L, cuando esta empleando matrices
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pobremente condicionadas, para garantizar la convergencia del método [17].

El algoritmo resuelve un sistema Qx = B, para ingresar la matriz () esta se descompo-
ne aplicando la descomposicion Cholesky Incompleta. La descomposicion factoriza @Q = L LT
donde L es una matriz L triangular inferior, luego se transforma el sistema en un nuevo sistema
de matrices,

L'QL Tu=L"%, 2z=L"u.

Algoritmo 3: Algoritmo del Método Gradiente Conjugado Precondicionado Split GCPS

Entrada: Dados Q € R™*™ simétrica definida positiva, b € R" y 2y € R"™.
= Paso 1: Calcular

rg = b—Quxo,

fo = L7'r,
_ -T

Po = L To-

= Paso 2: Determinacién de la iteraciones.

Desde k = 0,1, ..., hasta converger, hacer
i1y,
Ak = 5T
(Qpr)Tpr
Tk41 = Tk + ODk,
Fre1 = Pr+arl7'Qpy,
AT A
B = Th+1"k+1
k= ~T ~
Tk Tk
Pot1 = L i1 — Bk
Fin.
El criterio de convergencia usado aqui es M < €. Ademas, se calcula la matriz L,

T0
usando la funciéon ICHOL de Matlab.

Resolucioén de los sistema lineales internos

El sistema lineal interno originado por la aplicacién del algoritmo FDIPA-LP puede ser
resueltos por varios métodos numéricos, el cual depende de la forma y caracteristica que tienen
los sistemas. Las matrices de los sistemas lineales para la aplicacion del algoritmo FDIPA-LP son
manipuladas antes de aplicar el método iterativo. Del sistema (61) despejamos el multiplicador

de Lagrange )., obteniendo \, = —G~!(x)AAd,. Luego reemplazamos en la ecuacién (60)
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tenemos el sistema,

—ATG Y (x)AAd, = —b, (94)

De forma analoga, en las ecuaciones (62) y (63) tenemos,

~ATG Hx)AAdg = —ATG ™ H(x) )\, (96)

Mg = —G Hx)(\ + AAdg). (97)

En los dos ultimos sistemas se denota como: Q = —ATG~!(z)A A, se puede demostrar

que la matriz es simétrica y definida positiva para todo x € flp. Quedando el nuevo sistema de

la forma:
Qdy = b, (98)
Ao = —G Hx)AAd,, (99)
Y,
Qds = —ATG (), (100)
g = -G Hz)(\ + AAdp). (101)

Por lo tanto, se puede aplicar el método GCPS para resolver los nuevos sistemas (98) y
(100), y luego de forma inmediata se reemplaza las soluciones en los siguientes sistemas (99) y

(101) respectivamente, para encontrar los parametros A, y Ag.
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Métodos presolver en problema de PL

Los métodos presolver’s son métodos aplicados en problemas de PL, porque puede
ocurrir que algunas restricciones sean redundantes como: filas o columnas nulas, ecuaciones o
inecuaciones repetidas. La aplicacion de los métodos presolver’s reducen el tamafo del sistema
y el tiempo de ejecucion, ademas pueden detectar si un problema es no acotado o infactible.
Los métodos presolvers que se aplican estan detallados en [16]. Apesar de reducir el nUmero
de variables y restricciones del problema de PL, la solucién 6ptima verifica el mismo valor de la
funcioén objetivo original. El Tabla Ill muestra ejemplos de [14], como cambian las dimensiones
para algunos problemas Test en [23], antes y después de aplicar el presolver. Los resultados
demuestran que no todos los problemas se reducen sus dimensiones, como los problemas:
Afiro, Degen2, Degeng, Israel, Qap8, y Qap12.

Al aplicar un presolver puede ocurrir que el nuevo sistema quede mal condicionado. Por
este motivo se recomienda aplicar una técnica de reescalamiento, que disminuya el condicio-
namiento del sistema pero sin alterar la solucion del problema. En [16] se pueden encontrar 11
tipos de técnicas, de las cuales en [14] se aplicaron 6 tipos, mostrados la Tabla IV. Para mas

detalles de las técnicas de reescalamiento ver [16].

Determinacion del punto interior inicial

El algoritmo FDIPA-LP es un algoritmo de punto interior, entonces se necesita de un
punto interior inicial 2° factible para iniciar el algoritmo. Este punto inicial se puede determina

resolviendo el siguiente problema de PL.

’

min z,
s.aa Axr —c <17z, (102)
x>0,
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TABLA 11l

Aplicacion de métodos presolver.

Antes Después
Nombre  Nivariables Nf restricciones Nf variables NF restricciones
Adlittle 138 56 137 55
Afiro 51 27 51 27
Agg 615 488 478 390
Agg2 758 516 755 514
Agg3 758 516 755 514
Blend 114 74 111 71
Degen2 757 444 757 444
Degen3 2604 1503 2604 1503
Israel 316 174 316 174
Qap8 1632 912 1632 912
Qap12 8856 3192 8856 3192
Sc205 317 205 315 203
Sc50A 78 50 77 49
Sc50B 78 50 76 48
Scagr7 185 129 183 127
Scagr25 671 471 669 469
Scorpion 466 388 412 346
Sctap1 660 300 644 284
Sctap2 2500 1090 2443 1033
Sctap3 3340 1480 3268 1408
Share1b 253 117 248 112
Stocfor1 165 117 161 113

TABLA IV

Tipos de técnicas de reescalamiento.

Numero Técnica de reescalamiento

1 Media aritmética

2 Buchet paraelcasop =1
3 Buchet para el caso p = 2
4 Buchet para el caso p = oo
5 Entropy

6 Equilibracion
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el punto factible es encontrado cuando z < 0.

C. Aplicacion en problema de programacion lineal de gran escala

La seccion muestra la experimentacion del algoritmom FDIPA-LP en problemas de pro-
gramacion lineal de gran escala, estos resultados ya fueron mostrados en [14]. Los problemas
de gran escala tiene un niumero grande de variables y restricciones, cientos de variables y res-
tricciones. Los ejemplos son elegidos de la libreria NETLIB [23], que posee problemas Test de
gran escala.

Los problema Test de NETLIB, son problemas de programacion lineal en formato estan-
dar, mientras que el algoritmo FDIPA-LP resuelve problemas con restricciones de desigualdad
menor o igual. Por este motivo, para la aplicacion del algoritmo, se planted formular el problema
Test a su forma dual. Pues, se sabe el valor objetivo del problema primal es igual al valor objetivo
de su problema dual [26], [16] y ademas la forma del problema dual queda con restricciones de
desigualdad, que se necesita para aplicar el algoritmo. La experimentacién ha sido realizada
en MATLAB. Los calculos fueron realizado en una computadora con microprocesador Intel(R)
Core(TM) i7-7700HQ de frecuencia 2.80GHzx2.80GHz con una RAM de 8GB en el sistema
operativo Windows 11 Home.

El procedimiento seguido para la aplicacién del algoritmo FDIPA-LP a los problemas test

de gran escala es mostrado en los siguientes pasos:
1. Revisar la factibilidad y redundancias del problema Test por métodos presolver.
2. Reacondicionar el problema aplicando una técnica de reescalamiento.

3. Resolver el problema (102) asociado al problema test, para determinar el punto interior

inicial estrictamente factible aplicando el algoritmo FDIPA-LP.

4. Aplicar el algoritmo FDIPA-LP con el punto interior inicial hallado.
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TABLA V

Comparacion del método Dual-simplex con el algoritmo FDIPA-LP.

Problema Valor objetivo Valor objetivo Error Técnica de
(DUAL-SIMPLEX) (FDIPA-LP) escalamiento
Adlittle 2.2549496316E+05  2.2549496316E+05 2.1269952413E-06 3
Afiro -4.6475314286E+02 -4.6475314329E+02 4.3685201945E-07 6
Agg -3.5991767287E+07 -3.5991767287E+07 9.0152025223E-07 2
Agg2 -2.0239252356E+07 -2.0239440369E+07 1.8801280320E+02 1
Agg3 1.0312115935E+07  1.0312115935E+07  0.0000000000E+00 1
Beaconfd 3.3592485807E+04  3.3592485807E+04 2.0008883439E-09 6
Blend -3.0812149846E+01  -3.0812151576+01  1.7299507000E-06 2
Degen2  -1.4351780000E+03 -1.4351780000E+03 0.0000000000E+00 1
Degen3  -9.8729400000E+02 -9.8729400000E+02 2.3703705665E-10 1
Fffff800 5.5567956482E+05  5.5567956482E+05 7.2701368481E-07 2
Israel -8.9664482186E+05 -8.9664482186E+05 1.0477378964E-09 6
Qap8 2.0350000000E+02  2.0350000000E+02  9.9475983006E-13 4
Qap12 5.2289435056E+02 5.2289413517E+02 2.1538924796E-04 1
Sc105 -5.2202061212E+01  -5.2202061212E+01  8.6599320070E-07 1
Sc205 -5.2202061212E+01  -5.2202067078E+01  8.6599330018E-07 1
Sc50A -6.4575077059E+01  -6.4575077059E+01  6.9633188104E-13 1
Sc50B -7.0000000000E+01  -7.0000000000E+01  1.0013962992E-09 1
Scagr25 -1.4753433061E+07 -1.4753433061E+07 1.4994293451E-06 1
Scorpion 1.8781248227E+03  1.8781248227E+03  1.1160190070E-05 1
Sctapf 1.4122500000E+03  1.4122500000E+03  3.6490064304E-08 1
Sctap2 1.7248071429E+03  1.7248071429E+03  2.5859890229E-08 6
Sctap3 1.4240000000E+03  1.4240000000E+03  7.8900029621E-08 1
Sharelb  -7.6589318579E+04 -7.6589318579E+04 3.9290171117E-10 1
Share2b  -4.1573224074E+02 -4.1573224074E+02 2.2299673219E-10 6
Ship04l 1.7933245380E+06  1.7933245380E+06  3.7599820644E-06 4
Ship04s 1.7987147004E+06  1.7987147004E+06 0.0000000000E+00 6
Stocfor1 -4.1131976219E+04 -4.1131976220E+04  1.2559758034E-07 6
Stocfor2 ~ -3.9024408538E+04 -3.9024408538E+04 1.0186340660E-10 4
Bored3 1.3730803942E+03  1.3730803942E+03  8.4899056674E-09 6
Fit1d -9.1463780924E+03  -9.1463780920E+03  4.2092869990E-07 6

Los resultados del algoritmo en 30 problemas Test son mostrados en el Tabla V. La

tabla presenta en la primera columna el problema Test, la segunda columna el valor objetivo del

problema por el método Dual-Simplex, la tercera columna el valor objetivo determinado por el
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algoritmo FDIPA-LP, la cuarta columna el error de la comparacion del método Dual-simplex y el
algoritmo, y la Ultima columna la técnica de escalamiento aplicada.

Se puede notar que los resultados del valor objetivo por el algoritmo FDIPA-LP son si-
milares a los resultados del valor objetivo de cada problema por el método Dual-simplex. De-
mostrando que el algoritmo FDIPA-LP funciona de forma muy eficiente para encontrar el valor
objetivo del problema Test de gran escala hasta orden de 10~1°, 1013 y algunas situaciones de

coincidencia como Agg3, Degen2 y Ship04s.

D. Aplicacion en problemas de transporte

El problema de transporte fue presentado por FL Hitchcock (1941) [27] en su estudio
"The distribution of a product from several sources to numerous localities". Un problema de
transporte se define como la entrega de un producto desde un conjunto de centros de sumi-
nistro, llamados origenes, a otro conjunto de centros de recepcion, llamados destinos , con
el objetivo de minimizar los costos asociados con la distribucién. Por ejemplo el costo total de
transportar x; ; unidades a un costo de c; ; por unidad del origen 7 al destino j esta dado por:

m n
CT: E E CijZL‘ij

i=1 j=1

El planteamiento de estos problemas resultan en modelos de programacién lineal, cuya
complejidad depende del nimero de origenes y destinos. Ademas, de las condiciones de oferta
y demanda del producto, que definen parte de las restricciones del problema. La formulacion del
problema de transporte supone que se tiene almacenados cantidades si, so, ..., s;, unidades
en los origenes y la demanda de los destinos sean d1, do, . . ., d, unidades

El problema de transporte debe satisfacer tanto la oferta como la demanda, por esta
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razon el problema queda formulado de la siguiente manera:

m n
minimizar Cp = E E CijTij

i=1 j=1
sujeto a

n
> wij <si i=1,2,...,m (Oferta)
j=1

n
inj < d; j=1,2,...,n (Demanda)
=1
x5 =0 paratodo iy j.

Donde los términos y variables son:

» (C'7: costo total de la distribucion.

= 7;;: cantidad de unidades distribuidas del origen ¢ al destino j.

= ¢;;: costo unitario de transportar una unidad desde el origen 7 al destino j.

= s,: cantidad de unidades que suministra el origen :.

= d;: cantidad de unidades que recibe el destino j.

De la formulacién del problema de transporte, se interpreta que la Oferta esta restringido
por la disponibilidad de los origenes y la Demanda esta restringido por el requerimiento de los

destinos. Entonces puede ocurrir algunos de los siguientes casos:

1. Lo demandado en total por los destinos sea mayor que la disponibilidad total que distribu-

m n
ye los origenes, es decir: Z 55 < Zdj. Resulta en un problema infactible, pues no se
i=1 j=1

puede cubrir la demanda.

2. Lo demandado en total por los destinos es igual que la disponibilidad total que distribu-
m n
ye los origenes, Z S; = Zdj. Resulta en un problema factible y las restricciones del

i=1 j=1
problema son igualdades.
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3. Lo demandado en total por los destinos es menor que la disponibilidad total que distribuye

m
los origenes, Zsi > Zdj. Resulta en un problema con factibilidad, pues se puede
i=1 j=1

m
cubrir la demanda. Ademas, se puede crear un destino ficticio con demanda s, 1 Z S; —

=1

n
Z d; y un costo unitario de envio c,,, 1 = 0, para no variar el costo total de transporte.
j=1

De estos casos, queda claro que el problema de transporte queda como un problema de

programacion lineal,

m n
minimizar CTZ E E Cij 45

i=1 j=1
sujeto a

n

Zl‘ij <s; i=1,2,...,m

j=1

m

Zl’ij < dj j=1,2,...,n

=1

zij >0 para todo iy j,

i S; = idj =A
i=1 j=1

Los problemas de transporte en sumo presentan las siguientes caracteristicas:
1. Como minimo tiene una solucién factible.

2. Puede tener una cantidad finita de soluciones 6ptimas, pues las restricciones forman un

conjunto factible acotado.

3. El nimero de variables es m x n y m + n restricciones. Existen m + n — 1 restricciones
m n
lineales independientes y una redundante, de la igualdad Zsi = Zdj. Esto implica,

i=1 j=1
que una solucion factible depende a lo mas de m +n — 1 variables estrictamente positivas.

4. Si lo suministrado y demandado (s; y d;) son cantidades enteros positivos, entonces las
cantidades repartidas x;; también deben ser valores enteros. Asi, la solucion basica facti-

ble (también la 6ptima), tienen valores enteros, por la estructura que presenta la matriz de
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restricciones.

De esta ultima parte podemos decir que el problema de transporte tiene la forma de un
problema de programacion lineal con restricciones de igualdad y variables no negativas. Esta
forma tiene su problema dual como un problema con restricciones de desigualdad < 0, lo cual
se ajusta a los tipos de problema que pueden ser resueltos por el Algoritmo de FDIPA-LP. Pa-
ra mostrar que algoritmo FDIPA-LP aproxima al valor 6ptimo del problema, se ha tomado dos
ejemplos resueltos en [28], los valores 6ptimos obtenidos por el Algoritmo son iguales o apro-
ximadamente iguales a los encontrados aplicando el software WINQSB 2.0, y el Método de la

Esquina Noroeste y Modi. Sea el primer ejemplo.

Ejemplo IV. (Ejemplo 1[28]) La empresa Mantecosa S.L, dedicada a la fabricacion y distribucién
de mantecados, cuenta con dos fabricas una ubicada en Sevilla y la otra en Almeria, y tres
centros de distribucién: Granada, Huelva y Cérdoba. La fabrica de Sevilla tiene disponibles 8000
kilos de mantecados, mientras Almeria tiene unas existencias de 6000 kilos de mantecados. Se
estima que la demanda de cada centro de distribucién es de 3000 kilos para Granada, 4000
kilos para Huelva y 7000 kilos para Cérdoba. Por otro lado, los costes de transporte unitarios

asociados desde cada fabrica hasta cada centro de distribucién se detallan a continuacion:
TABLA VI

Coste unitario de transporte del Ejemplo IV, [28].

Granada Huelva Cordova
Sevilla 15 11 8
Almeria 7 14 12

Para la formulacion del problema usamos la variable z;; para indicar la cantidad distri-
buida del origen 7 al destino j, donde i € {1,2} y j € {1,2,3}.

De la Tabla VI se tiene los costos unitarios c;; por distribuir del origen : al destino j,
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quedando el costo total por transporte, como la funcion:

m n
Cr = Z Z CijTij = 15211 + 11212 + 8713 + Tw21 + 14w + 12793
i=1 j=1

Se puede comprobar que la oferta total (s;) y la demanda total (d;) son iguales,

Z s; = 8000 + 6000 = 14000, Z d; = 3000 + 4000 + 7000 = 14000.
i=1 j=1

m n
E S; = E dj
=1 7=1

La distribucién de una fabrica a un centro de distribucion debe satisfacer la condicién de

la oferta:

3 3
lej = x11 + T12 + 213 = 8000, Zmi = 91 + Tag + T3 = 6000

De igual forma, las condiciones de la demanda de cada centro de distribucion se debe satisfacer:

2
> @i =11 + 221 = 3000,
i=1

2
Ziﬂz’z = 12 + w22 = 4000,
i—1

2

Z$13 = x13 + xoz3 = 7000.
=1
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Asi, el problema queda formulado como en [28],

Minimizar
m

n
Cr = Z Z CijTij = 16211 + 1119 4+ 8x13 + Tao1 + 14299 + 12293
i=1 j=1

3
sujeto a: lej =211 + x12 + x13 = 8000
j=1

3
Z Toj = X21 + T2 + T2z = 6000
j=1

5 (103)
inl = x11 + x21 = 3000
=1
2
Z Xi2 = T12 + wo2 = 4000
=1
2
Z T;3 = T13 + x23 = 7000
=1

zi; >0,V € {1,2}, j € {1,2,3}.

Se puede observar que el problema de transporte (103) queda transformado en un problema de
programacién lineal en forma estandar, la solucién optima del problema es demostrada en [28],
x11 = 0, z12 = 1000, 13 = 7000, x2; = 3000, x99 = 3000, x23 = 3000 y el valor optimo es:

Z = 130000.

Aplicacioén del algoritmo FDIPA-LP

El problema (103) como presenta la forma estandar entonces su dual correspondiente
tiene la forma de un problema de programacion lineal con restricciones < 0 y variables irrestric-
tas. Para formular el dual vamos a denotar las variables z;; = yi, Vi € {1,2}, j € {1,2,3}, k €

{1,...,6}. Reformulando el problema (103) con las nuevas variable, tenemos la siguiente forma:
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min  Z = 15y; + 11ys 4+ 8ys + Tys + 14ys + 12ys
s.a. w1+ y2 +y3 = 8000,

Y4 + y5 + ye = 6000,

y1 + ya = 3000, (104)
Y2 + y5 = 4000,
y3 + y6 = 7000,

yr >0 kE{l,...,ﬁ}.

Entonces las componentes del problema primal son:

15
8000 111000

11
6000 000111

8
c= s b=13000 [; A= 100 1 0 0

7
4000 010010

14
7000 001001

12

Luego el problema dual tiene la forma:

méx b'A s.a AT X < ¢\ irrestricto
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max  8000A; + 60002 + 30003 4+ 40004 + 70005
s.a. A + A3 <15,
A+ A <11,
A+ A5 <8,
(105)
A2+ A3 < 7,
Ao+ Ay < 14,
Ao+ A5 < 12
A irrestricto.

Antes de aplicar el algoritmo FDIPA-LP cambiamos el problema (105) a un problema de minimi-

zacion.

min  —(8000\; + 60002 + 30003 4+ 4000\ + 7000A5)

s.a. A1+ A3 <15,
A1+ A <11,
A+ A5 <8,

(106)

A+ A3 <7,
A2+ A\ < 14,

)\2 +)\5 < 12a

Ak irrestricto.

Asi, el problema dual (106) asociado al problema de transporte (103) queda listo para aplicar el

algoritmo FDIPA-LP, los datos de entrada para el algoritmo son:

= La matriz de restricciones A7

= El vector de costos o precios de la funcién objetivo —b.

= El vector de recursos o disponibilidad c.
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Los parametros usados en el algoritmo son:

£=0,7; 0=15 pu=12 v=0,9995 xs =2; Tol = 0,000001.

Los resultados del algoritmo son mostrados en la Tabla VII El valor optimo encontrado por el algo-

ritmo es —12999,999997, entonces el problema dual (105) tiene como valor optimo 12999,999997.

Asi, podemos notar que la aproximacién es casi perfecta a la funcién objetivo del problema de

transporte (103).

TABLA VI
Resultados del algoritmo FDIPA-LP del Ejemplo IV.

Iteracion  Paso Valor

1 0.00024 2182752010.373181
2 0.00053 1280542046.557217
3 0.00058 762760018.049394
4 0.00092 304063347.812918
5 0.00070 156011479.064167
6 0.00096  57473996.000484
7 0.00062 32087393.540134
8 0.00105 9651245.021503
48 0.00036 -129999.999884
49 0.00034 -129999.999904
50 0.00074 -129999.999939
51 0.00076 -129999.999962
52 0.00124 -129999.999982
53 0.00029 -129999.999987
54 0.00203 -129999.999997
55 0.00203 -129999.999997

El resultado de la Tabla VII, puede ser comparado con los resultados obtenidos aplicando

el método de la Esquina Noroeste y el método Modi. El desarrollo de estos métodos no es el

objetivo del trabajo puede revisar [28], para mas detalles. La Figura VII, muestra la solucidén

optima del Ejemplo IV resuelto con los métodos mencionados, el valor de la minimizacion de la
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funcion objetivo es: Z = 1000 x 11 + 7000 x 8 4+ 3000 x 7 4 3000 x 14 = 130000.

Destino
Origen GRANADA HUELVA CORDOBA Oferta
SEVILLA 15 11 8
0 1000 7000 8000
ALMERIA 7 14 12
3000 3000 0 6000
Demanda 3000 4000 7000

Figura VII: Solucién optima del Ejemplo 1V, Fuente [28].

La comprobacion de este resultado, también se realizé por el software WINQSB ver la

Figura VIII. Se observa que el valor de la funcién objetivo es Z = 130000.

""ﬁ'éé’iéi'aﬁ"'g Solution | Unit Cost or

Variable : Value Profit c(i)
X1 1] 15.0000
X2 1.000.0000 11.0000
X3 7.000.0000 8.0000
X4 3.000.0000 7.0000
X5 3.000.0000 14.0000
X6 1] 12,0000

Objective  Function Min.]) =

Left Hand
Constraint Side Direction
c1 8.000.0000 =
c2 6.000.0000 =
Cc3 3.000,0000 =
c4 4.000,0000 =
Cc5 7.000,0000 =

Total Reduced Basis Allowable Allowable

Contribution Cost Status
0 11.0000 @ at bound
11.000.0000 1] basic
56.000.0000 1] basic
21.000.0000 1] basic
42 000.0000 1] basic
0 1.0000  at bound
130.000.0000
Right Hand Slack Shadow
Side of Surplus Price
8.000.0000 1] -3.0000
6.000.0000 0 0
3.000.0000 0 7.0000
4_000,0000 0 14,0000
7.000,0000 0 11,0000

Min. clj) Max. cli)
40000 M
10.0000 14,0000
-M 9.0000
-M 18.0000
11.0000 15,0000
11.0000 M

Allowable Allowable

Min. RHS Max. RHS
8.000.0000 11.000.0000

6.000.0000 M

0 3.000.0000
1.000.0000 4. 0000000
40000000 7.000,0000

Figura VIII: Solucién optima del Ejemplo 1V, por WINQSB. Fuente [28].

De esta forma se demuestra que la solucién hallado por los métodos tradicionales tienen

un error muy bajo al encontrado por el algoritmo FDIPA-LP,

Error = 130000 — 129999,999997| = 3 x 1076,
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El siguiente ejemplo es un caso aplicado en la industria agricola presentado en [28].

Ejemplo V. (Ejemplo 2 [28])La sociedad agricola Antonio Martinez Legal e Hijos S.L posee va-
rias fincas de naranjas en la zona de Lora del Rio y sus cercanias. En la actualidad se compone
de cuatro fincas: Los Silos, Puerto Chico, Alcolea y EI Membrillo. Distribuye a siete fabricas sus
productos: Guadex, Tofifruit, Serviagro, Matias Colom, Expalmex, Particular y Extrafru. Elabora-
rén una tabla de costos unitarios de transporte de la produccion segun los datos recogidos en

los afios 2015y 2016, ver el Tabla VIII .
TABLA VI

Coste unitario de transporte del Ejemplo V, [28].

Origen
Destino LOS PUERTO ALCOLEA MEMBRILLO Demanda
SILOS CHICO

GUARDEX 79.40 70.37 124.85 102.15 32
TONIFRUIT 1225.50 1240.98 1194.54 1161.00 12
MATIAS COLOM 835.50  851.40 923.64 903.00 8
EXPALMEX 27.24 36.32 63.56 47.67 1
SERVIAGRO 497.94  516.00 570.18 541.80 39
PARTICULAR 11.35 22.70 34.05 45.40 5
EXAFRUT 980.40 1001.40 1070.70 1039.70 2
Oferta 6 14 13 66
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El problema de transporte asociado a este caso queda formulado como en [28],

Minimizar:
4

7
CT = ZZCU&CU =

i=1 j=1

sujeto a

79,4021 + 1225,50x15 + 835,50x13 + 27,24x14 + 497, 94215+

11,35x16 + 980,40z17 + 70,37x21 + 1240,98x22 + 851,40z23+
36,32224 + 516,00x25 + 22,70x2¢ + 1001,40x27 + 124,85x31+
1194,54x39 + 923,64x33 + 63,5634 + 570,18735 + 34,05x36+
1070,70x37 4+ 102,15241 + 1161,00z42 4 903,00x43 4 47,67244+

541,80745 + 45,40246 + 103974747

7
Z-le =11 +T12 + 213 + T14 + 15 + T16 + 17 =6
=1

7
Zﬂﬁzj = To1 + To2 + T23 + Tog + Tos + T + o7 = 14
j=1

7
ngj = x31 + X329 + 33 + T34 + x35 + 36 + 37 = 13
j=1

7
25543‘ = T41 + 42 + 243 + Taq + 45 + T46 + 247 = 66
j=1

4
inl =211 + 221 + 31 + 241 = 32

=1
4

inz =T19 + 222 + T3z + x40 = 12

i=1
4

E Ti3 = 13 + T23 + 33 + T43 = 8

i=1
4

E Tia =T1a + Toa +T3a + 244 =1
i—1

4
in5 = 15 + To5 + T35 + T45 = 39
i—1

4
inﬁ = X16 + T26 + 36 + T4 = O
i—1

4
an = x17 + To7 + T37 + Tar = 2
i—1
zij > 0Viyj.

(107)

La solucion de este problema fue hallado usando el programa WINQSB. El software
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resuelve diferentes problemas de investigacion de operaciones, veamos la solucién encontrada:

nes.

camiones.

La finca Los Silos ha de transportar a Matias Colom 4 camiones y a Exafrut 2 camiones.
Puerto chico ha de distribuir a Guadex 10 camiones y a Matias Colom 4 camiones.

Alcolea debera llevar a Guadex 7 camiones, a Expalmex 1 camion y a Particular 5 camio-

El Membrillo transportara a Guadex 15 camiones, a Todifruit 12 camiones y a Serviagro 39

El costo total optimo de transporte por la empresa segun [28] es de 47114,31 euros ver la Figura

IX. La aplicacion del algoritmo FDIPA-LP es mostrado a continuacion.

From To Shipment | Unit Cost Total Cost | Reduced Cost
LnsSlIns Matias Colom 4 835.50 3342 0
Los Silos E xafrut 2 980.40 1.960.80 0
Puerto Chico Guadex 10 70,37 F03.70 0
Puerto Chico | Matias Colom 4 851.40 3.405.60 0
Alcolea Guadex 7 124.85 873.95 0
Alcolea Expalmex 1 63.56 63.56 0
Alcolea Particular 5 34.05 170.25 0
Membrillo Guadex 15 102,15 1.532.25 0
Membrillo T oniifruit 12 1161 13932 0.00
Membrillo Seviagro 33 541.80 21.130.20 0
Total Objective Function Yalue = 4711431

Figura IX: Solucién optima del Ejemplo V, por WINQSB. Fuente [28].

Aplicacion del algoritmo FDIPA-LP

De forma analoga al Ejemplo VI, antes de aplicar el algoritmo FDIPA-LP, vamos primero

escribir el problema (107) en su forma primal. Las variables x;; son denotadas por y;, = x;;, Vi €

(1,4}, jell,... T ke{l,..., 28, (k=73 —1) + 7).
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El problema (107) tiene la forma primal:

min 7 =cly
sa. Ay=>b

yr > 0,Vkel,...,28.

Donde:

¢ = (79,40, 1225,50, 835,50, 27,24, 497,94, 11,35, 980,40, 70,37, 1240,98, 851,40, 36,32, ...
516,00, 22,70, 1001,40, 124,85, 1194,54, 923,64, 63,56, 570,18, 34,05, 1070,70, 102,15, 1161,00, . . .
903,00,47,67, 541,80, 45,40, 1039,74)7,

b= (6,14,13,66,32,12,8,1,39,5,2)T,

Luego el problema dual tiene la forma:

méx bYA s.a AT A <¢; \irrestricto.
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TABLA IX
Resultados del algoritmo FDIPA-LP del Ejemplo V

Iteracion Paso Valor
1 0.01770 10083113.154133
2 0.08296  7514577.838465
3 0.06702  6488121.393880
4 0.08465  5759923.738179
5 0.10670 5193371.408166
6 0.29066  3949083.717781
7 0.10869  3596244.224665

280 0.05097 -47115.509968
281 0.15224 -47115.509973
282 0.14327 -47115.509977
283 0.11857 -47115.509979
284 0.00005 -47115.509979
285 0.00002 -47115.509979
286 0.03562 -47115.509980
287 -0.00000 -47115.509980

El problema de programacién lineal asociado es de la forma:

min —b'y,
sa. ATy <e,

Y irrestricto.

La aplicacion del algoritmo FDIPA-LP en este ejemplo se realiza usando los mismos
parametros del Ejemplo VIII. Se observa los resultados en el Tabla IX

El valor encontrado de la funcién objetivo es —47115,509980, entonces el valor positivo
de la funcion objetivo del problema dual (107) es 47115,509980. De esta manera la aproximacion
del valor optimo del problema de transporte (105) es muy buena comparado con el valor mostra-
do en [28] encontrado por el software WINQSB 47114,31 euros. El error se puede observar que

es relativamente pequefo Error = |47115,509980 — 47114,31| = 1,19998.
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VI Conclusiones y discusiones

A. Conclusiones

El algoritmo de punto interior FDIPA ha sido aplicado de forma satisfactoria para la re-
solucién de problemas de programacion lineal de gran escala. La adaptacion a problemas de
programacion lineal se ha realizado siguiendo los mismos pasos del algoritmo FDIPA, cambian-
do el PASO 2 de la busqueda lineal, por una relacion de filas de la matriz de restricciones con
la direccion de descenso. El nuevo algoritmo se ha nombrado FDIPA-LP, la aplicacién no es
compleja, la convergencia puede ser lenta pero eficiente en aproximarse a una solucion factible.

La aplicacion del Teorema de Dualidad en problemas de programacién lineal garantiza
que la formulacién dual del problema de programacion lineal de gran escala obtenga el mismo
valor optimo del problema primal. De esta manera la formulacién dual es utilizada para la solu-
cién del problema. Ademas, la forma dual en restricciones de desigualdad es necesaria para la
aplicacion del algoritmo FDIPA.

La adaptacién del algoritmo de punto interior FDIPA a problemas de programacion li-
neal de gran escala es logrado, debido que el problema lineal es transformado a su forma dual
con restricciones de desigualdades menor o igual a cero. Los resultados son mostrados en 30
problemas test de la libreria Netlib obteniendo aproximaciones hasta el orden de 1019 y 1013,

La implementacién del algoritmo de punto interior FDIPA-LP resuelve problemas de pro-
gramacion lineal de gran escala, se ha verificado su implementacién en problemas test mostra-
dos en la tabla V. Antes de la aplicacion del algoritmo se realizan métodos de presolver y técnicas
de reacondicionamiento a la matriz de restricciones. La implementacion del algoritmo resuelve

dos sistemas de ecuaciones lineales del PASO 1 del algoritmo, haciendo uso del método de
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Descomposicion de Choleski Incompleto.

La aplicacién tambien se realizé en problemas de transporte por la forma que tiene el
problema primal (forma estandar). La aplicacién se realiz6 en dos casos: El ejemplo IV comprue-
ba que la solucion es eficiente, comparado con los valores optimos hallados por el método de la
esquina Noroeste y el software WINQSB. El segundo ejemplo V mas complejo tambien obtuvé

una buena aproximacion comparada con el resultado hallado por el software WINQSB.

B. Discusiones y recomendaciones

El algoritmo de punto interior FDIPA-LP muestra resultados eficientes, pero no se ha
centrado en la obtencién del valor de la variable, quedando esto como una futura investigacion
o aplicacion.

El estudio del algoritmo FDIPA-LP, nos llevan a cuestionar si es posible adaptar la aplica-
cion del algoritmo a otros problemas de contexto real como se hizo al problema de Transporte.

El algoritmo FDIPA-LP se adapto en problema de forma estandar, para obtener el valor
objetivo, quedando la interrogante ¢ El algoritmo FDIPA-LP puede resolver problemas de progra-
macion lineal en forma mixta?.

La implementacion del algoritmo FDIPA-LP se ha realizado con los mismos parametros
del algoritmo FDIPA estos valores deben ser estudiados para determinar si existen otros valores

que optimicen el rendimiento del algoritmo.
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